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������ ��������� ������������� ���� ������ ���������! �����"  
/�*�� ��� A�����/ 

 
� ���
���� ���� 	�� ��
�� ���!�
)��� �����	��� 	����� �� �(���� ��-

�!=��� �������� �����+
�����, F��
�������, ����������  ��!�� ���-
����	. '��, ������  ������	� �(��� ����������� �������� ��+�  ����!-
��	��� 	�
<��<� ������
) (��
!���� ������( � 	�
���� ���������	  
����� � ���!������ ���
�����), �������� (������(� � ������(�� �-
������ ���������	 	� 	�����), ���������	��� (�������(< �����, 	-
��  	�
��� �������). A���
�� �
�*�� ������ �������� ���	�� �������, � 
�� ������� ������
�!���� ���������	, ��+��� ������� ���	�
��� ������-

�) ���������� ���!�� 
 ��������!���� ����	�
 ����	������ ������. � 
������=�� 	���� ��� ������� �������� ����� ��������� ��+��� 	���� 
����
���� ���(��!� �(��� ��������. ?� ����� ��+���, ��� ���	
�, 
���
��!���� ��������� ������ (�@) �	
����� �
��� ���!��!���	�����, 
������������� �����
��( �����<��� ����
)��� ��������� ��=��� ����-
��. @������, �� ��<=� ��
���� ���
�������� ������  �����!<=� 	� 
	����� ����������� �����(������� �
!������ ���(��� (�� ��������( 
– �
�����������!���� 	�������� ���), ����	�<��� �
�*��� �@. A� ������� 
��
)+���	� ���(����	 �	
�<��� �����(�������, � 	�� ���
)��� ������-
��� ������� - ��
������ [1, 3, 26, 32, 35, 37, 51, 117, 129, 135, 159]. 

� ������=�� 	���� ������ ����������� �������  ���������� ��-
���� ������	�<��� 	��)�� +����  ��-������! �����!<��� ������ �	�����. 
�!��� �����*	��)�� �
��!<=��� [37]: �@ – F�� ������� (������) 
<��� 
������: ��������, ��������, ��
��������, F�����������  ��., ��-
��� �� ��
)�� ���������	����� ������, ��  ������������, �������� ��-
����� ��������� (�������� 
 �������	��) 	� 	�����. ?� �����! ������ 
���
�� ��*�! �@  ���������� ������� ���	���)�� �� �!���. 

J����� ������*��� ���������������� �������� �@ ���
<������ 	 �	��-
	�������� ��������	�� �������� �������� �@  !������� ���� � 
���	
��� (��. 0.1) [118]. A� ��. 0.2 ����=�� �
�� ���, ����*�<=� ����	-
�!< �!�) ���!*������ 	 ���� ����� ��������	��� �������� �@, ���
��-
	����� ��	��  �������	����� �!=���	!<=� �������  �
������� 
�
� ��+��� ����� ��������	��� �������� �@.  

?�	���� �����
)�� ������	 � ������ ���������� ��
�����, 	 ��� ��-

�  ������������� 	 ���� �������	�� ���
����� ����� (�
. 9), �	����
)��-
	!<=� �� ���!�
)���� 	������ �(��� �������� ��������� �������	. 
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1. J����� �����	���� !���	
��� ��������� �������� 	 !�
�	�� ��-
������
�������� � ���������� ����
 ���
<����
� �
� ����������� ����-
����  ���	������ 	���!=���. ������ ������ 	 ��=�� ���
������� 	�� 
�
� ��
������ ��������� �������	 �� ������=� ������ �� ��+���. � 
���� ���������� ������ � ��+��< F��� ����
��� �� ���� ���	�� (�
. 7) ��-
���� $�$> (���
������� ������!��	��� �������	����� ���!
�����	1), ��-
��	������ �� ���� �����������( - ����������� �������� �� ��!���������-
���� �������� � !������������! �� ���� ��	�������� �����	� ����� �����-
��	2). ��� ������
 #.>. ?���*�3, ��������, ���������� 	 ���(���� ������-
�����( ��!���	
���� (�� ������� ����, 	 ����(����� ����
�), ������� 
(	���� �!� � 	����*���) ��	��+����� ��� �����	�� ��������
M���� �
!�-
�!�(�. '����� «��������
M����» ���(����  «�
!������» ���
��<�. "
!-
������ ���(���� – F�� �����������, 	������������ ���(����  �	
���, �� 
��
���<� ������������ !�����	���)<,  � �� ������ 	��) ������� ���-
� 	����������� (������ ��������
���, �(���, ��
�	�� �����������  
�.�.). #.>. ?���*� ������
,  F�� ���(��
)��� ������, ��� 	 ���(���� ��-
�������� ��*��	 (� �������� 	 ��������) ����� ��
)+� ���
 �� ��������.  

2. J����� F��
��������� ���������	���  ���������	���.  
3. J����� ����
��	��� �������� �����	)� ��(���� �
� �(���  ���-

����� ��� ��������. 
������  ����)� ����� ��������� � ��� ����	����� �
��������
��	��-

��� �������, �
� ������� ��������� ������ ������������� ����
 	��� 
 
	����*��  (�
����������. @�� F� ������� �	
�<��� ��������� �� �	��� 
������  ����	�<��� ����� ��������
�� (�������	), �����<=��� 	� 	��-
���, �����!� ����������� ������������ �����(������� 	�������� ��� � 
��
������ �������. @����� ���*�, ��� ���!
)���� �������( ��������-

��, ��� ���	
�, ���(���� !���
)���  «�������!» ������) 
�� ��	����*-
��, 
�� ����!����
)��. 

4. J����� ����������� ���	������ ������� ����!��	 	 ����� ������ 
�	����� � ����
���� ������������ �����+
����� ��
�(����� ����� 
!���	
��� ����� ������ ("���) F�����	�� �����)  ��������	��) 	��-
������ ����, � ����� F��� �
��� "��� �������	��� ����	! ��!���� �����-
���	��� ������(����� �����. A������� �� ��, ��� ��
�(����� "��� 
��<� 	�� ���������� ������	� �
� ������ 	��������� ���� ��� ����� � 
������� ���!��!� ������, ����� ����	����
)����) �������� F��� ���!�-
�!��, 	������ ��!��������) ������ ���
����� 
���, ����
)+�� �������) 

������������������������������������������������������������
1 "����������!< ���(��(< 	 ���� !���	
��� ������*	�
 ������� >$A $.$. �����	��� , 
�	����� ������ $�$> �	
����� $.$. ��
�����	. 
2 � "O$ – F�� �����������, 	� L���( – ��!�� � ������	��� ���!��!���, � 	 >���  ���-
��� – F�� ���������  ��
������ ��!��. 
3 #�	������ ��
)����� ����-���, 
�!���� A���
�	���� ���� �� �� 1977�. 
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����������� (����!=�����, �!�!=�) ������ ��	���� � ���!, ��� �� �����-
�� "��� �� ���
)�!<��� �������� 	�������� ����	.  

?����
)�! �������(� ������� 	� 	����� 
<���� �����
���������  
��������� ���(����, �� �!�, ���) 	�������� ���, �� ����!��� �����
*�) 
����� �����, ��� �
� ������ �@ ������<��� 	�������� ����:  

�  ����� ���������, ���	�
�<=� 	 ���
)��� 	����� �
���) �� �����-
����� ������	���  ���	�� ��*�
���
)��� (�����(�
)�� �������, ������-
��������) �������� �������;  

�  ����� ��������� 	������������ �(��� �������� ������� 
 ����-
��, ������=���� 	 ��*�� !���	
���;  

� ����� !���	
��� 	 ���!��!��� �
�*��� �������, �	
�<=��� ��
-
������, �����������  ������	�����, 	 ������� �������<� �
�*��� ��-
�������� ���(����  	�����<� ��������  ��������� ��*��  �.�. 

3����������� ������� ���
�� 	�������� ����	 ����������, 	�-
���	��, �
� 	��	
��� ��������������� 	 ��	���� ���
<������� ���(����  
���������	���; 	�-	�����, �
� 	��	
��� ��������������� 	 ����!���� ��-
�
<���< ���
��(� �
!������� (/
 ��
�������) �����	�*��<=��� ���-

��!���� �	
��� ���(���� � (�
)< ���������  !���	
���. A������� �� 
�
!���!< ����������!< ���������! ������	 ���
�� 	�������� ����	, � 
����������� ���
��(� 	 ������=�� 	���� 	�������� ���)����� ��!�����, 
�	������� � ������������)<  ��
�������)< ���
)��� ���(����	.  

#� ��	������� ������	 �
��!��, ��� ���������� ������	, ��
���<=� 
�������
)��� ��������� ���
��(, ���������!<=��� ��	����� �����-
	���� � ���!���� P�3  �� F��� ���	�
�<=� �����) ���������� ������ 
����
 ����������� ��
������ �������	  ���(����	, �	
����� 	��)�� ���!-
�
)���. ?�����*���	�� ���� ������	 �	
�<��� F	�������� ������ – ����-
��, �� ��<=� �������� ������������� ������	���, ����	����� �� �����  
��!( �����������. $��
�! !�
�	� ��������� ��������� � F�� ��-
����	  ���������� ��	�� ���	�=��� ��
���	��� ������ ���. 

4�"�%���� � ��������� ������. ��������
)��	� !�	��*����, ������ 
�������� 	 ��
�*���� � �������, ��	����<=� � ������� �
�	.  

?������	�� ����� ��������	��� �������� F
��������������� ����� 
(P3") � (�
)< �������� ������������ ������( �
� ������( !���	-

��� �
�*��� �������� ���
��� �.�. �!����	��; ������������ ������� �-
��

���!�
)���� ����!�����
)���� ������	� ##" #3"D@� �� ����	� ���-
����� ����
 ������  ����� ���������� $.%. &���	����, ��������
)��	� 
������, ��
 F�� �� ���	����� ���(�
)��, �����
��(� �������	� ����� 
��������	��� �������� ����������� �������  �������	 � �� ��+��< � 
(�
)< !���	
��� �
�*��� ��������� ��������, ��!=���	
��� 
".#. ��
�����	��; ����
)��� ���!
)���� ��
!���� 	 ���	�����	�. 
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«…����)������ ����% � ��)�" "��� �� ����������� #��"-
��"�, �! �� ����%����)�, � ��! �������� ��� ������ ���������%���� 
��#��"����» /Q.#. E!��	
�	/  

 
	���� 1. ��� ����� � ����������� ������ 
������������ ������� ��!�	 
����������	 �"���� 
 
� ����+�� ���
)��� �������	 (�����) ����� «��������� ������» 

��������� 	 ����
�: ������ (������), ������ ������� 	����*��  (�
���-
������� � ����=)< ��������� ����
��, ����� �� ��
)�� ���������	��-
���, ��  ������������, �������� ������� ��������� (�������� 
 �����-
��	��) 	� 	����� (��. �����, �������, 	 [29, 30]).  

 
1.1. #$%� &%���'�(()* '�+%,%� / /(0%�'�:/%(()* +�*(%�%;/< 
��&=%$(���(/> &%&+%>(/< &�%?(%;% ,/(�'/@�&�%;% %#A��+� 
 
������ �����, ����<=��� �� �������	�����  ���!��*��� ������ [17, 

18, 25, 26, 28-35, 38, 43-45, 49-51, 57, 59, 64-68, 107, 109, 114-121, 127, 128, 137, 
139, 147, 148, 150, 169] (	 �.�., �������� [26, 30]), �� �������!� �� ��
���!, ���-

��, 	�-���	��, � (�
)< ������	��� ��������� (�����������) �	���-
��� ������	 �
� ��+��� ����� ��������	��� �������� �@; 	�-	�����, � (�-

)< �������) ����� ���!*������ �������	 	 �������	
����� ������(����� 
����
 (#3) � ��+��< ����� ��������	��� �������� �
�*��� �@. 

>��
)��� 	�������� ���� (�>), �	
���) ��������� ����
)< ��	����� 
��������� �������	, ��� ���	
�, �����*�� ������������!< ��������
��-
����), �����(������  ��+!�
���. @�������� ���� �> ����!�� ���������  
���
)��	��� ���
���� ������  �����
���, ������� �� ��
 �	������ �� 
������
�*��� �
�������� ������	. � ������
 ������	 ���
�� ����� 
�
�*��� ��������� �������	 	����� �����������, 	������������, 
�������, 
�������  ���������	�� ������, ������ ��
������ �����  F	��������.  

"����������, 	������������ ������ ���������!<��� �������
)��� 
��������� ���
��(, ������ ����!<� ���������� ��
)+��� ������ F�����-
�����
)��� ������  �� ���	�
�<� ��
!���) 	����������� ����
 ��������-
��� �������	  ���(����	. ?� �. ������*��!4 [5] ����������� ������, ����-
������ �
� ���(������� 	�������� ����	, �������� ������	��) «����
<��� ��-
	����� ���!
)���� 	 �
!��� � �������� � ��������� �����». &	
��� �����-
���(5, �������� �, ��������, ��� ����������� ������
����� ������(� �-
������������������������������������������������������������
4 A���
�	��� 
�!���� 2003�. 
5 >��, ������	����� 
������ ������(�� �����(������� 	�������� ����	  �	
�<=��� ���-
(�������, ����	����� ���������	����� ����� (��������(����� ���������). 
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�������� 	�������� ����	 ���!� ���) ��������� 	� 	�����, ��� ���	�
��� 
���������	��) ����������� 	�	���.  

A��������	�� ������, 
������� ������  ������ �������� 
��� ���	�
�-
<� �����) ��
�� ������ ����
 	 !�
�	�� ������������ ������ ��!��<=� ���-
���, �� �� F��� ���������!<��� �������
)��� �
�*����)< ����������� ���
-
��(  	����� �����	���� � ���!���� P�3.  

P	�������� ������ (�� ��<=� �������� ������������� ������	�-
��, ����	����� �� �����  !������ ���(�������) ��
���<� �������
)��� 
��������� ���
��(, ���������!<��� �������
)�� ��	����� �����	���-
� � ���!���� P�3  �� F��� ���	�
�<=� �����) ���������� ������ ����-

 ����������� ��
������ �������	  ���(����	. 

������ ������
� !�
�	� ��������� ����	��� ����
��  ������	 
��
���	��� �>. 

���������		
� �����. ���������� �������� ������������ ����
�� 
������
����� ���������	� ������ 	�
�� (�������������� �*����, �����-
�, ��	���(). � �	�� � F��, �
� �����(������� �> !������� ����
 	 
�
!��� ��	����� !�������� 	�
�� �� 	����� ��*�� ���) ���
��� �
�-
�!<=� ��������: 1) ���
������� ����
��	��� ����� ��	�����; 2) 
������� � ���	��, 	�����  �.�. ��������� 	 �����(������� �>, 	���*�<=� 
��	�����) ������ 	�
�� �� 	����� (��
)+�� ��
����	� 	����� �����-
���� ��	��� � ����� ����
)��� �(����� ��F��(����	).  

�������������		
� (�������������		
�) �����. � ����
��, ���
)-
�!<=� 
���	!< �	�������
�(< (
�� - �����*!�� 	�����, �� ������� ���-
�	
����� ������� ��	�����) �.	.), ���
)�!���� 	��������� �	�������
�(��-
��� �!��(�. %�
 �!��(� ���!
� �	�������
�(����� �!��( ���� ��-
��
)+�� ��
� �����!��	  ���������� ������ ������� � ������ +��� �	�������-

�(, �� ����� ��������!���� �
� ���
�� (���(�������) �>. �
� �����(����-
��� �> 	������� ���
�� ���������� 	 �����

��������, ��!�
�	
����� 
������� ������������ �	
���  	�!������� 	������	�����)< ��*�! 
�
���� ����, �	����� � !��������� �����

������� �� «���!»  ������� � ����-
��� �����

������� �� ����� ���
<����, �� ������ ������ !�������� («��-
��») ���������� «�� �=!�)».  

��
�*���� �	�������
�(����� ����
�� ��	�
� � �����	��� ����
��, 
�	
�<=��� ���������� �	!� ����: (	�	�+�����) ���
)��=� ������  �	��-
�������. @(���� ���!=��� !��	�� ������
����� ��� 	�	�+����� ������� 	��� 
����+���	!<=� !��	���, ����� 	��� �� ���
<����� !��	�<� �� ���� !��
�-
�� �� ���
������ !��	��. ������ �� �����
)��� 	����� ��
�*	�<=� �!��-
(�  	���	 ��+����� �!�����	��, � �� ������� - ���������� ��������. 

�����
 ��������	��� �	����. '���(���� � F�� ������� ������� 
���
)��	��� ���������	��� L!�)� (���
�*��� ����
� �� �������). � 
����=����� ����
� �������
)��� ������� ��*�� ����	��) 
<��� �������	-
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��� ���
<������� ����
� 	 	�� �!������( ��������� ������� �!��-
(�, �.�. ���
)�!���� ����� (������) �!��(�-��������� (	��	
��-���
�). 

��/'�� 1.1. � ������ [110] ������	� ������� �������	 �
� ������
��� 
�������� �@ �����
�) �.	. - 	�
��� ������� (���	�+�<=� �������� 
�����) ���
�!� ������� ������������� (������������, 	���*�<=�� ��	-
�����) �!��� �	������	 ���
�!� ��!����
)���  ����!����
)��� ���-
���� �� ������� �������) 	 ���
�*�� 	 ��� L!�)� 	��������� ����. ?� 
��+�� ����� ��������	��� ��!=���	
�� ������� �� 	�������� ����	 � ��-
	��!����� �
!������ 	�
�� - �
!������! 	�����!. � ��	����� �� ������-
�� ��
��!����� �@ ������������� �*���� �������� 	������ �������	 
������
���
��) ���
����. A��
<������ ��� �������, ��
!������ �� ����	�-
� ������� �> 	 ���
���� ����	�
� 	�����, ����������	�
�) ��� 
	������ 	 �	�
��	�� ����������	�. @�!=���		 ����	����
)��� F��������-
�� �� ������� �	������ ��������� �@, ��
!��
 ��������� ��!��� 	����-
��	, ������� �!�!� ����	����	�	��) F�� ��������� (��!��<=!< 	�����!). 
A���
�� ������� ���(��!�� ��������	��� ��
� ����	��� �� ����*��� �	�-

��	�� ��������� ��*�! ������� 	������� �������	 �
� ���	������� ��-
������ ���������� ������  	��������� ������ 	������	 ��!��. ��-
���
��) ��!���, � ������� F�� ��������� �����	�
��) �����)+�.  

���*�� ��������� ������� �������: 1) 1-� 	����� ���(��!�� ��������-
	��� ����� �� !�
�	 ���
�� 	��������� ������ 	������	 ��!��, ����-
	����	!<=� ������ ��������� �@, ��� �
� ���� ��������� ���(����	 ��
� 
����
��� (�
��
)���� �������� �@ �� ��
)�� �� �	
�<��� ���������� 	�-

����, ��  ����� �������� �@ �� �������� ��������������), � ���! *� 
������ «��������� ������» ������ �������� ��*�� ��	���) � ������	�� 
������ ��������; 2) 	���� �������	 (�������, ������� ����	����	!<� ���-
��!�� �������������, � ���*� ����	����	!<=� � ������� ����������� 
�� ���
�*�� ���������	 �> 	 ��� L!�)�) �� �������� ���(��!�� �����-
���	��� ��������� 	 ������
�*�� ���(�������� �> �� ������� 	�����, 
������������ ��������� �@ (������������ "? ��
)�� �������	�) 	 	�� 
���� L!�)� � 	����� ����	���� ��F��(�����). 

"������
)��� ���
�*��� ����
� ���� ����������) «�����	���» ����-
���
)��� �����	
�<=� (����., [57]) �-�� �������� �
��
)���� ��������	��-
��� ������	 ������ (��!��<=�� 	�����). ?����
)�! ���������� �!��(� 	 
������ �� �!=���	!��, �� ��
)��	��)�� �������
)��� ������� ��������!��-
�� 	 �
��!<=� �
!����: 

• ����	�
 ���
<���� �����*� ��
)+�� ��
� ��
����� (	 ���� 
����
�	, |t1 - t0|>30T) � ����
)+� ������� T, 
 «�
����» ����, ����� 
����	�� F������� ��*�� ���������); 

• ����� ��
����� �� ��*��� ������ �������� �� ����	�
� ���
<��-
��; 
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• ����
)+� ����� T  ������ ������� ��������� �� ����	�
� ��-
�
<����. 

'��, �
� 	�������� ����	 ����������� (�������, P3"), F������������ 
������*���� 	�� !�
�	� �� 	���
��<���, ��F���! ������ ���
)��	��� 
�������
)��� ������	 	 F��� ���������� ��
��� (�. ������*�� [5]) ��	���� � 
������	����� 	�	����. 

����� ����, ��������, ��� �� ���	������ ������ ����
� (���!���	!�� ��-
����������� ������ +!��, ���  	 ������ ������) ��� �����
)���� �������
)-
���� ���� [57].  

���	
��-���
� ��
���� �
� ��
���	��� �����(������� ����
�	, �����-
*�=� �������� � ���
���� ���������� ��	�����, �
� �!=���	���� ���������-
��� ����
�	 (��!
)����� ���) � ������������ (�����	��, �
����, �����-
	�� ����	����� ��
�� 	������� �������), �����
)�! ���	�
��� 
���
��	��) 
����������  	��	�) � ��������. ���� ������ � �!��(� (	��	
���	), 
���
-
��	����� �� 	�����  �� �������. $��
� �> �� ����	� ������ ��!��� ������	 
�!=���	���� ��
�*������ ��
�������)< ��������� ����������� ���-
�����	����� ���������� ������. 

��������-����� [47, 169] ������ 	 ���, ��� �� ��<=��� N ���
<��-
��� �� �
!������ 	�
����, �����!<=� �� ������
�*��< 	�����! � ��-
����
)��� ��	��!�����, ������� 	��������� �!��(� ��������
���, � ��-
����� �	
���<��� 	����� � 	��	��=���� ���� *� ������ N � ��	��� 	���-
�������� �	
����� ��*���� �������. @�����, 	 �
! �����(��������, 
������*����� 	�����, ��
!������ � ����=)< 	��������� �!��( ������-
��
��� �� �����-
�� �������, �!�!� ��
���)�� �� 	����� �� ����	� ���-
��� �!��( ��������
���, �
)�� ����<=���� 	� 	�����.  

������������ �����. R�
)< ������ �� ����*��� �����
�(����� 
�	�� ��*�! F
������� 	��������� ���� [161] �	
����� �������� «�����» 
����!�
��� ���� 
 ���� ������  ������
��� 	��������� ���
������ 
[166] �� ����	� F��������� 	��������� ����!�
��� ����*� �
!���	 	 ��-
��� ��!���� �� ���������� ��
)+�� ��
����	� 	������ ���������� ������. 
� ����������� ������ ������� �������
)����) 	���	����� ��	���	, 	����!< 
	���
��
)�!< ��!��������), ���!���	� ����������� �(���� ������� 
�������� ������. '�!��������) ��!���� ��������� �����, ����
�� ��*� 	 
�
!��� ���(�������� �>, 	 !�
�	�� �����(�������� �> ��
)�� 	��������� (��-

�� ��� 	 2 ����) � ����	�������� �!=���	����� !���)+���� ����=�<=�� ���-
������� [47, 44, 158]. ?� 	�������� ���*��� 	� 	�����, �������� �!*� 
����	
�<��� � ������� ��������	��� (��
� ������������ �������	 ����� ������). 

�����
 	��	��	�� ��	����� ��
���	��� �
�*��� ������������ �-
�������� ����� ����������	��� �������
)�� �	!� �������	: �������
)��� 
��
���	��� 
 ����������	����� ���
�, �!�� ������� �������
)��� ���
� 
(���
�*��� 	 ���� L!�)�, ���!����–D�F	�, �� ����	�� 	��	
��-�!��(��), ��
!-
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���� ��������� ��
�	�� (������ �������, �����
�(����� ����������, ����-
����
 D��!��	�  �. �.)  ����
��	��� �@ (��������!�(�).  

@�����	��� �������� ������	 ��
������ �����6 � ���
�! 	��-
������ ����	 ( �������) ������ 	 �
��!<=��. ?����
)��� (����������� 	��-
��) ���!��!�� ��
������� ����������� ������� (���������, ������*���	� ��-
��	��� ����������	�, �����	�<=�� �������� 	 �����
�), ��*�� ���) 	��-
�����	
��� ����� ������� ��
)�� ����� ���
<������ F���� ����������� 
�������, �����	����� ��� 	�������� ���. 

��������� ������ ��*�� ���) �����, �������, ������	����� 
�������(�
)��� !��	����� ( ( ))x F x t�� ,�
, ��
 	���� �������� t=k�, 
!��	����� 	��: 1 ( )k kx f x� � .�P	�
<(� ����������� ������� ����	���-
�� � ������� 	����� 	 ��������� ����	�� ����������	� X�Rd. 

��������� ���� 	�����<� ��� ���
���	���
)����) ���
<���� 
� �, ( ), 1k k ky y s x k� 	 , ��
!������ � ����=)< ��������� �!��( ������� 
s(
). ?��
���	���
)����) � �ky  �� ����*���� ����������� ����	�� ����������	� 
�@, �� �� ����	� ����������� �����, ���
���� �����! ������������  ?��-
����7, 	����*�� �������� ����������� ���!��!�� �@, ���
)�!� ��<=��� 
������ ��
)�� ����� �����	
�<=�� ������������ 	��������� ����.  

?��(��!�� ��������!�( ����	��� ����������	�  	�������	
��� ��-
�������� ������ �� ���������� ���
�� 	��������� ����, �	����� � ��-
������< ����������	� 	
�*��� � ����=)< ������ �����*�. ������� 	 ��-
	�� ����������	� 	
�*��� �������	��� � ������� 	��������� ���� ���-

����� ������� � 	�������� �������	����: � �( 1) ( 2), ,...,k k p k p ky y y y � � � �� . 

U�
� F
������	 p ����	����� ����������)< 	
�*���, ����	�
 	����� 
5 ������ ����	����� �����*��� (
����), �� ��
� n ������� 	� 	�������� 
���! ��
� 	
�*����� 	������	 ��	�� n – (p–1) 5. � �������� '������  "����� 
[18] !�	��*������, ��� �� �������=�� ������� ���������� 	
�*��� p (���-
������� ��
)+��), ���
)��� ��������� ����������� �������  «���	����-
�������», 	�������	
����� 	 
���	�� ����������	� �� 	��������! ���!, �	
�-
<��� ����
������ F�		�
������  ��
���<� ������	�� ����=����� 
������
)��� (�����
�(�����) ������������, 
��!��	��� ��������
�� 
 ��!�� ��
����� �������������. 

� ��� �
!���, ��
 ���
��!���� 	�������� ��� �	
����� ���
��(�� 
�
!������� ���(����, �� 	�������	
����� ��������� �������	
��� ����� ���-
���!��!���� ���*���	� �����, ������� �� ���
���	���
)��� ����������� !	�-

��� ���������� 	
�*��� ����������	� p ��	������� ��� ����
���� (���-
������������������������������������������������������������
6 ����� ������ � ��������� ��	������, ��� ���	
�, ���� ��
����!< ����
) ������, �� �� 
	���� «��
������» ������ ���� ���������� ��	�����. 
7 Grassberger P., Procaccia I. Measuring the strangeness of strange attractors. // Physica D 9. (1983). 
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��
�(����� ����������) �������� � ������������). @����� ��	����*�� !�-
����	�), �	
����� 
 	�������� ��� ���
��(�� �
!������� ���(���� 
 ��-
�
���	���
)����)< ������� ����	�� �������� �
�*���� ����������� ���-
���� �� ��������! ������! 	��������� ����. ����� ���� ��������8, ��
������ 
������������ ����
 ��� ARCH ���!� �������	��) �����!, ���*!< � 
��������� ������*����,  ���� �� ���� �� ����	� �����
�(����� ���-
������� ��*�� !����	��) ��
�� ����� ������ 	�� ��
�������.  

����� ��	����	��� ��������	��� �	���� (����� �
�	��� ���������) 
���������� 	 ���� ��
������ ��������� ����� �
� ��
���	��� �	��-
�����
�(����� ��	�����. � ������ ��������	�<� 	�����! ���������� 
������ n  	����<� ���
)��=�� ���� ������ L. ������ 
� � � �1 2 1,..., , ,..., ,...L Lx x x x �  ��������	�<��� ��� 	������ L-������� 
������� 
����������	�. @����	 	����� 	 	�� ����(� �������� L�(n-L+l), ������� 
���� F��� ����(�, ������
�<� ���� (�
�	��� ���������� ����) 	 L-������ 
����������	�, �	���	�<� ������� xk+1 � ������� 	������� ( , )k Ly , 

� �1 1( , ) , ,...,k k k Lk L x x x� � ��y � ���
)�!� �������!< �������=!< �!��(<: 

1 ( ( , ))kx f k L� � y .� '���� ���������� ������ ����*���� ���(������� 	��-
������ ���, ����	����� �
�	��� ����)< ���
��!�����. �
� F��� ������ 
��*�� ������
�) ��������<, ���������  ��� ����������), �!��(< ������-
��
��� ����� ��������  ��!�� �����������. 

������ � ���������� ����� ����(�  ��
����	����� ��	����� �� 
F��� ���������� ��
� ������� 	������	 �������� 	 F��� ������ ��������. � 
[65], �������, ����
������� ���
)��	��) «��������� ������ �
���� 
	���
����� ��������� ���
)���! ������������! ����
!» �
� ������
��� 
�������=�� �
�� 	�����. 

����� �	���� �����		
� �����, ��	���		
� 	� ������������� �����-
�� [139], ��+��� �����! 	���
���  �
������( ��������� �����
)���� 
��	����� �@ �� �����	�*��<=� ��� �!��(����	��� 	�������� �����. 
"
�*����) ����� ���
<������ 	 ���, ��� ������������� (������ �������� 
�@), 	��	
����� �� ������ ���
��(��, ���!� �!=���	���� ��
���)��, ��� 
��*�� ��	���) � ���*���� 	��	
����� ������������ (�������	) �� 	��-
���  �� ���
�!��, , �
���	���
)��, �!=���	���� ������	��) �����-
����) ��
)+���	� ����(����� �
������	 ��������	���.  

� ����	� �
������������ ������� 
�*� ��� ������� ����� ���� ����-
��� (!�
�	��). A� ���	�� F���� (��!����) ������� ������ �����, � �� 
	����� (F���� ��������	���) - ��*���! �
���! «���(������» ��	����� ���-
	��� 	 ����	����	� «F��
�����» ���
���	���
)����) �����. A� F���� �����-
���	��� ������	
����� ��� (��������) ����������� 	�������� ������� ���-
������������������������������������������������������������
8 J.A. Sheinkman, B. LeBaron. Nonlinear Dynamics and Stock Returns. Journal of Business 62, 1989. 



17 
 

��,  �� ��
!������ ���� ����� ��!=���	
����� ���� ������
���	���
)��-
����, �
��� � F��
�����. �
<��	�� ����
���� �� F��� �	
����� ����
��� 
	����� ������ ����� �
� ������ ���������� �����, ��+�����, ��� ���	
�, 
�!���� ���������, ��� �	
����� ��
)+�� ����
���� �
� ����������� 	�����-
��� ����	. � ������ ������ �!��� ������� ������ � ��������! ��+��< ���-
��� ����� �
� ������������ �> (�. 2.4).  

#�	����� ������, ��� ���
)�!���� 
�� ���������� �
����� �
� ��+�-
�� ����� �	������������ 	����� �������=�� ������ �����, ���
�!<=� 
		����� ���� �
����	 �����(� ����=	���  �!��( ����� �����  ���-
�������� �����
)�� 	��	 ��
��(, 
�� �
����� �� ����	� ��	��!������� 
���������� [44]. 

����� !����������� ������� ������������ (EMD) �� ����	� �������-
��	��� �
)�����-q!����9 - ��	�� ����� ���
�� ��
������  �����(����-
��� ������, �������	
�<=� ����� ����� ��������( ������ � �	
����-
�� 	�!������ �!��(� ������  ���������	���� 	 
���
)��� F����������� 
 ����	����� �������. @���������)< �
������ �� ����	� ������� ������ �	-

����� ���!���	� ��������� �� ��������-	�������� �����+���, ��
��� 
�����	����) ���
�*��� ��
������� �����(�������� ����
� �� ����� ��-
�������������� �����	
�<=�, ��*��� � ������� ����	��� �����	����� 
���(���, � ���
��!<=� ���
��� ��������-	��������� ��������
��� �����	-

�<=� �� ����	� ���������	��� �
)�����.  

������ ����� �	������ �� �������� �!=���� ��������	����� ������ 
 ������� ��������
��� +!��	�� ����
�	  ������
��!<=� �
!��!�-
(�, ��*�� F�����	�� ���
)��	��)�� �
� ����� �� +!��	 ������, ����-
����� 	� 	����� ��������, ��� ��� �!=���	���� ���
)�!�� ������
�(��-
��� ��
�*	��� (��
�����). 

"����
 �������� �������������� ��������� ��		
� (��
����� ��-
���� 	 ��� ��
�). ?����� STATISTICA10, SAS, SPSS  ��. 	�
<��<� ���
� 
�>, �����������, 
������  ��
������ ������������ ���
�; ���
� 
����	����� �> (�.�. ����	 � ����	��(��); ���
��(< ����
�� F�������(-
�
)���� ��
�*	���, �������
)���� ���
�� ������ ����  �����-�������
)���� 
���
�� �	!� ����	. $
������ ��������� �� ���������(< ��<=��� 
������, ����� ������ ���(������� ����	, �����
)�! ������ ���
)��=��� 
���� �������� �� �����
�� 	����*������ ������	, � ������ �	��������	��-
���� «�������» ����
)��� ������	�� �!��(� ���!���	!<�. ����� ����
�� 
����	����� ����
 ���(������� �> ���	����� �� �	������ �
������� ���-
(���( ����
�� [25, 28, 33, 107], ���	�
�<=� �������) �����
)��� ��
� 

������������������������������������������������������������
9 Huang N.E., Shen Z., Long S.,  et al. Proc. R. Soc. London A. - 454. - 1998. - pp. 903-995. 
10 ��	����
)��� �����, �� �������� ��!�� ������ ��
��<��� 	�
<����� 
, ������	, �� 	�
<����� 
��
�� 
 ����� ����������� �����	  ������	, ������� �����*���� 	 ���(�
���	����� ����	������. 
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���������	 	 ������ ������������  �����
�(������ ���
��	, ������ �
� ��-
���(������� �> ���
����� ������	����� �
������ ���!���	!<�. 

� ������������  !�
�	�� �������� ������ �����-�*������ ARIMA 
�
� ���
�� �����(������� ����	 ��������� �
��!<=�: 

1) �� ������
������� ������ ������������� ����
 � �������� ��-
���� ������ 	�������� ���. $
�����, �������	�� 	�!������ ���������, 
	������ ����
�� �������=!< ����
) ���������	��� � ��������� ��=��� 
�
���� ����
��; 

2) ����������� (������) ����
 	������� �������, 	 ���!
)���� ������� 
������ �����	�<��� ����� ��
�� +!���, ��	�
��, ��� ��� �������� ��-
��� ����
 ��*�� ������	��) ������� 95%-�� �������� 	 2-4  ��
�� ����; 

3) �����������) �
� ��������� ����� ���
)���� 	����� � ����-
��� 	������� ����(.  

@�=� ���������� ����������� ����
�� (	 ��� ��
�, ����!�����	 
���������	��� �����(������� 	�������� ����	 ARIMA  GARCH) ���
<-
������ 	 ���, ��� �� ���
)�!<� ��������� ������, �� !���	�� ����-
��� ���������� ���
��!����� ����. � �	�� � F�� ����� ������� !�
�-
	� �!�!� !����� ��
)�� ����� ������
����� �����*!��� 	�����, �� ������� 
��� ����*��� ����������� �!�!� �����������.  

����� �
�����	��� ���	���	�� #�	���� ���������	��. ?� ������
�-
� �+�� �(��	��� �����(�������� 	��������� ���� ���� !����) �������: 
���������) 	�����  ���
�� ��������
��� �
� ������ 	������ 	�
����	� 
�����(�������� ���(����. >����� ������ ��<� ��������	!< �!	��	��
)-
����) ������� ���������( ������ � �����	< !�������� �������	. �
� �����-
(�������� �> ������� �� F�����	����, ��������
)����  ������������� 
�����
)���� 	��������� �(����  � ������� 	 ��=�� �
!��� �� 	���
��<���. 

�����
 ���	������� ����	������ ��+�<� ����� ��������	��� ��-
������ ������, ������
��� ���� ���!+��� ����������������, � ���*� 
!�����	
��� 	��  ����� �������. 3����� !�
�	�� �
����(�!<� [50] �� 
�� ��
)+� ��!���: ������ �������������� �������(, ����������� 
 	������������ ������, 
������� ������. 

3����� ����"����%����� ������#������ �������� �� ����	� �����( 
�+�� ��*�! �������� 	�������� ����
� �@  	������ ����
 �@ �� !�
�-
	 ����� �� 	��� ����
� ������
������ ���. >��
��<�, �� F���, ������� � 
�������( ���������	: 1) �� ����	� ������� ��
������� 3A�  33? 
[64, 67]; 2) �� ����	� ���
)��	��� ��!
)���� ����������� [135]; 3) �� ����	� 
������ ���*��
�� D�����*� [32]. @����� 	����� � ��� ���!��!�� ����
  �� �-
���
)��� �
�*���� �� ��+�����. 

��������%����� � ������������� "�����. @��� ��!��� ������	 ����-
	��� �� ��+�� ������
)���� !��	���� �����-q���� �� ���
���� ����-
������; ��!��� - �
� ������
��� ������������� ����������� ������� 
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����!�� ��+��� !��	���� >���� � �������� ����
)��� !�
�	��; ���-
�)� - ����	��� �� ������� ���
���	���
)���� ���
�� ��
)��  !�
�	��� ���-
��	��� ���(����	, ���	��� 	 ������� >.D. "�������	��, $.A. O���	�, 
P.3. q����  ��.,  ���	�
��� ��
!��) �	!�F����!< ���(��!�! �������� 
���������� ������, ���
��(� ������� 	���
��
)�� 	����*��. A� 1-� 
F���� ������
����� �����
)��� ���	����, �� 2-� ���	����� �(���� �����-
�������� ����������� F
������ ���	���, �� �������� ������� !�����<�-
�� �������� �	����� � ������� �
���	, 	�
<������ 	 F
����� ���	���. � 
(�
�� ��!��� ������	 ���������!���� �������
)��� ��������� ���
��(, 
��
����� ����+�� ����=�<=�� ����������)< �� ��	����� �����	���� � 
	���
��
)��� ���!���� �� 	��� ������������, ���!=� ������ �������. 

6�$�%����� "����� ����	��� �� ���������	����� �	����� �(���� ��-
������ �
���	 ��������	������ �������  	����� �������	 ������	������ 
�� ���
(� ��������, ����<=�� ������*��� ����������	� ���������	 �� ���-
�������	� ���
<���� Y. � ������ [109] �
�*��� ������� ������������� ��-
�����	�� ����� ����� ������	����  ������
� ����������������  ��
!��-
�� �����
)���  �	�������
)��� ������� ����� ������	���� �
��� 	 
�
!��� ��������<=��� ���	���� ���
���� ������� �� ����	� ������ �-
��!�� ������ �����). @�����, 	�-���	��, ��������� 
������� ����
�� 
	����*�� ��
)�� �����, ����� �	��) ��*�! ����������	�� ���������	  ���-
�������	�� ���
<���� ������
��� ���������� (���������	����� �	��) ��-
*�! 	������� !�������� ����������	 ���!+����� �-�� �����	� �����  
	
��� ���
���� �
!������ �������	 ��� �� ������, ���  �� �����! �����-
��( ������ ����� �@, �	
�<=!<�� ����	��� �������� ������(); 
	�-	�����, 	��)�� ��������
)��� !�
�	�� � �������< 
������� ����-
��	 ��������� 	���
��
)��� �
�*���� �
�������( 	����� �������	 
������	������ �� ���
(� ��������; �����	��� ��
�� ��������� ��!�-
��/������!���� ����������� ������.  

?�����
����� ������ ��<� ��
)+�� ���(��� �+��� �� ���
)��	�-
� 	 ������� �����!*��� ����	������	 ����*��<=��� �������	 (����!+�-
��) ���
���� !�
�	, �	������� � ���, ��� ������� 	�
�� ��������� ����-
�����	 ��*� 	 ��!��� ������	�� ������������ ��+�, ��� ���	
�, ���	�+�-
�� �������, ����������� �
� ���	
��� ����*��<=��� �������	.  

@�����, ��� ��=��� �����
��	������ ������� � ��+��< ����
��� 
��������	��� �������� �@ �� ����	� �!=���	!<=� �������	 � ���
�! �>, 
�	
�<=��� ��������� ����
)< ��	����� �
�*��� (��
������) �@, �� �!-
=���	!��. @����� ���*�, ��� ������� ��
��� ����
 �
� �
�*���� ������� 
(������) 	��� 
 (�
����������, ��� ��� 	 �
! ������� ')<����, ����� ��-
��
) �!��� ���
) *� �
�*���, ���  ������. 
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1.2. &(%�()� =%(>+/> / %=��,���(/> 
 
� �
! ������
��������� ���������� ������	��� ������ �� ��
�� �-

��
)�!���� �������, ��	������� ������
)��.  
?�� �
�*��� ��������� �������� �!��� ������) ������, ��������-

�!<=��� �	����	��: 1) ���!���	� ��
���� ���
�������� ������ (�����-
���������) �������� ������( [130] �
� ��������� ��� ����	����� ����-

); 2) ��
�������) ��<=��� ����
�� ������ /
 �����(��������) ��-
���	�*��<=��� ��� ��	����� �
!������� ���(����, (�
�����������!�����)). 
��
�� �!��� ���*� ���
)��	��) ����� «�
��������
��	����� ������-
��� ������». �@ �	
����� ��
������, ��
 ����	����� ��� �������(�
)-
��� !��	���� ��
������, 
 �>, ����	�<=� ��	����� ��� ��������-
���, ���� ��
������ �����.  

� ���� �!�!� ����������� �
��!<=� ����
 �@: �
!������ ���(��� � 
��������� 	�������, ���*���	� 	��������� ������� �������� �����!<� 
	�������� ���; ������ (	 ��=�� 	��, ��
������) �������(�
)��� !��	-
����; ������ ���������� !��	����. 

'���������� 1.1. ?!��) ���� 	������������ ����������	� (�, F, >). "
!-
������ ���(��� ("?) (�
!������ �!��(� 	�����) ������
����� ��� �������-
���	����� �������	� {Xt}t�T  �
!������ 	�
�� Xt(
): ��R, t�T�R, ��� T - ��-
������������ ���*���	�. %�
 T – ��������� ���*���	� (�������, 
T={0, 1, 2…}), �� {Xt}t�T - "? � ��������� 	�������. ?� �����	����� 
�=�0�� 	�
��� xt=�(t, �0) ��� �!��(� ��������� t ����	����� ���
��(�� 
"? (����������). J������ xt �� �����	����� t=tk ����	����� 	��������� 
�������� "? xk=x(tk). 

'���������� 1.2. ��������� ��� – ���*���	� 	��������� ������� �
!-
������� ���(���� {xk=x(tk), tk�T}.��!��� ��
����) 	 ������: T={0, �, 2�…}, 
 
tk=k�, �>0.  

"������< x(t) 	 ��������� ������ t 	 ����	�� ����������	� ����	����	!-
�� ����� (x1, …, xn) – �����*�<=�� ����� (��� �����*��� ����	����� ������-
��). #������� �������� ������ 	� 	����� �!��� ����	����	�	��) �	*��< 
�����*�<=�� ���� 	 ����	�� ����������	� �� ������
����� ��������, ������� 
����	����� ����	��. "�	��!�����) ����������� ����	�� ��������� ����	�<� 
����	�� ��������� ������. 

?�� ��������� �
�*���� �@ �!��� ������) ������*���	� ����	��� 
����������	� �@, �������� ����	�� �������� (������� �>), ��
���<=� ��-
����
����� �	����	�� (����������); ����=����� �������� ������ ���-
��������� ����	�� �������� �@ �� ��!��� ���������	 (�������	), ����	��-
��� �� ����	� F���������� ���
��. 
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?�� �������� �!��� ������) �������� (�������, �������) 	��������� 
����, ���������!<=��� ����� ��������
�� (�������	). 

�
��� ~ ��!��� �������	 (
 ������	 �� [156]), ���������� �� �����! 

 �����
)�� ��������
�� (��������). 

?�� ������� (�������� �@) �!��� ������) ��	��!�����) ����������-
����� �������	, ��
��<=!< ������ ������ �
����-�������� �� ������� 
��!���� �
����-��������. � ������� � �	�������( ��
������ ��
���	��� 
�@ �� ����	� ���
)��	��� ������	 ��������	��� ������	  ������������� ��-
��
��	��� [121] ������ – F�� ����	�� ��������, !�����		+��� �	*���  
� ��
��� ����*���. 

U���� ���
)�!���� ������ «�������	����)» �� �	
����� 	 ��!���� 
-
�����!�� ���������� �����
��	�����. � F��� ������ ��� �������	����)< 
�������	 �!��� ������) �������!< ������(���!< �����������!, ��-
��	�<=!< ��	��!�����) �������	, �������, �� ����	� ������(����� 
������	 (O������, �!
)����), �� ����	� 	���	�� ��F��(����	 �������	, 
���������!<=� ��
< «��
�����» ������( 	 ��=�� ������ �������	 (	 
����
� � ���������� ���
���) ������� � ������ ������	). 

?��	���� ������ – F�� ������������ �������, �����!< ��*�� ���-
��) 
 	���
�) �� ����	� ������� (�������, ������� �>, ������� 
���
)��=��� ��������). 

q�������������� ������ (��
��, ������) - ������������ �������, 
	����*�� ��
!������ ���
����(�� ���	���� �������	 (������� �������, 
F��
��, ��
!������ �� ������
�����! ���	
!, ������� ����	
��� ���	���� 
�������	  �.�.). U�
� ��������������� �������	, ��� ���	
�, �!=���-
	���� ���)+� ��
� ���	���� �������	, � �������	����) - 	�+�. 

�
������(����� ������ (���*� ��+�<=�� ���	
�) - ������, ����-
��
�<=� ������� (�����) ������� �������	 �� �
���� F�		�
�������. � 
���� �����������
)���� ���
�� ����� ���!��!���	��� ���*���	� �
)-
������	 (�
. 3) ���*� ������ ����	��) ��+�<=� ���	
��. 

?�� ��!��<=�� 	������� �!��� ������) ���*���	� �������� �����-
������ 	�������� ����	 ������ ����������  �
��
)���� (����	 �������� 
�������	 ��������� 
 ���
��(� �
!������� ���(���� ��� ����
 �@), �	-

�<=��� ���!
)����� ���
)��� ������� (����
)��� �������), �������
)-
�� ������� �	����� � «������*����» (�����, ����� �
����).  

J����� F���������� ����������� ���
<������ 	 �
��!<=��: ��
!�	 
	�����! ������, ��������� ����������) ������
M���� �	����	� ���
������ 
������, ������� ����!� �	����� ���*�,  �(���) �������) �����������.  

3���� �����( F���������� ���� 	 ������������ ���� 	��-
�����	
��� ��	������� [42] ������
�����, ��� ���*���	� �������	 X �	
���-
�� 	������������ ����������	�� (�
)��� 	������������ ���������),  	�� 
��������	����� 	����� �	
�<��� �
!������, ����	����, ������	� 
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��������
�����. � �
���� 	������������ ��������� [47] X=XL – �������� 
���*���	� ������� ���
���� �������	. 

'���������� 1.3. ?!��) ������ ���*���	� ������� ���
���� �������	 
X=XL. 3������ ��!���� ����	����� ������*��� μ, ������� ����	�
)������-
������ ��!��<=�� 	������ X�X, ���	� 	 ����	����	� ������
����� �
��-
��� a=μ(X), 	����� ��� � ���������� �������	� �
������	 A. ��	����, ��� 
����� μ ����� �
����� a �� ��!��<=�� 	������ X.  

'���������� 1.4. ?!��) �!=���	!�� ������� �!��(� �: A�X�{0,1}, ��-
��	����� ��������� �+��. %�
 � (a, x)=1, �� ��	����, ��� �
����� a ��-
�!����� �+��! �� ������� x.  

������	� �
������ a �� �������� 	������ U ���������!���� 
�� 	���-
������)< �+���, 
�� �������� �+��� � �1( , )  , 

x U
a U U a x� ��

�
� � . 

������	� �
������ a �� ����
)��� ������ ���������!���� �������� 
�+��� �� ��!��� 7(a, X)  �� ������
� 7(a,�X), �X=X \ X. ?����
)�! 	���-

��� F��� 	�
��� �� �������	
����� 	����*���, �� ���	��� ������ ������-

��� !�
�	�, �� ������� ��� «�
���» � F���������! ���! 7(a, X). 

?��(��� ��!���� ������ 	 �������� �
������ a*�A �!��� �����-
( F���������� ����: * arg min ( , )

a A
a a X�

�
� , X�X. ����������� !�
�	�� 

��!������� �������	� �
������	 �	
����� ��
�� ������� �!��(���
�: 

� �( ) sup ( , ) ( , ) ,  0 1
a A

P A a X a X� � � � �
�

� �� � � � �� �
�  

P , ��	��������� ���
����� ������� 

�+��� 	 �	!� 	�������. � �
! ���	������� ��
!������� 	 ���!
)���� ��!-
���� �
������ � �(��	����� ������
)��� ���
�����, ���������� �� ��-
�!�+�� �
������.  

'���������� 1.5. $
����� a ����	����� ���������� �� 	������ X, ��
 
7(a, X)=0. 3���� μ ����	����� ���������� �� 	������ X, ��
 �
����� μ(X) 
��������� �� X.  

'���������� 1.6. L!��(�� ����� �A(L) �������	� A ����	����� ����-
��
)��� ��
����	� ���
���� ������� 	������	 	�� � � 1( , ( )) L

i i ix a x�
�

, ��-
��*������ 	��	����*��� �
������� a�A �� ����	�
)��� 	������ XL.  

'���������� 1.7. 3���
)��� ��
� h, �� ������� �A(h)<2h, ����	����� 
������)< �������	� �
������	 A. %�
 ������ ��
� h �� �!=���	!��, �� ��	�-
���, ��� ������) �������	� ����������.  

��/'�� 1.2. D������ �
��������� ����	��� ���� �� �
������ �� 
�	� �
���� ������ 
���. 3�����
)��� ��
� (�� 
�*�=� �� ����� ������) 
�����, ������� ��*�� ���) �����
��� ������ 
��� �� �	� �
���� 	��� 	��-
��*��� �������� ��	�� ���� (23=8); ���*���	� � �����M�  ��
�� ����� - 
	��� 	����*��� �������� (24=16) �����
�) ����� ������ !*� ��
)��; M�-
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����) �������	� 
������ �
����������	 h=3. $
����� �
*��+� ������� 
���� ���������!< M�����).  

@��� � ����	��� ������	 �(��� ������	� �
������	 ��������	��� 
�������� �@ �	
����� ������ ���
)��=��� ������
�. 

?��(��!�� ���
)��=��� ������
� ���
<������ 	 �
��!<=��. ?���	���-
�� M ������� 	����� XL �� ��!��<=!< ���	�����! �
�� 9  ������
)�!< 
�
�� k, ,  ,  1,L l k

g gX X L l k g M� ! � � �X .  @(���� ���
)��=��� ������
� �
� 

�!��( :{1,..., } RM� �  ������
����� ��� ������� 
1

1ˆ ( )
M

g
g

M
� �

�
� � . >������ 

�������� �� ����������� ������� m�q-fold cross-validation: ������!���� m 
�
!������ ������� 	����� XL �� q �
���	 ������� ��	��� �
��, ��*��� 
�
�� ������M��� �����	��� ������
)��� 	������� (M = mq). 

'���������� 1.8. 3���
), �����!<=�� �����<< �+��! �� ���-
���
)��� ���	�������X �� 	��� �������� ������� 	����� �� ��!��<=!< 
X  ������
)�!<�X ( X X� !X ), ����	����� �����
)��� �� �����< ���
)��-
=��� ������
�. 

&	
��� ��
!���� ������� �+�� �� ��!��<=�� 	������ (��� �(��� 
	��������� �+��) �!=���	���� ��
�� �����, ��� �� ���	������ 	������, 
����	�<� ������!�����.  

"���������) �
������	 	�������	
	��) ���	����!< ��	�����) �� ��-
������ 	������ ������ ����	�<� ����=�<=�� ����������)<. 

����� ��	����� ( )P A�  �� 9 �� �����	����� k ���
)�!<�  �
� 
�(��	��� ����������� �
�� ��!��<=�� 	����� �
� ������� ������ 	 ���-
��� ������  �
� �(��	��� ���� ������!����. 

@(��� ������������ ���� [42] 	�	��
�) �� !�
�	, ��� ������-
��
��� 	����������� �� ���*���	� �������	 �!=���	!��, �� ���	�����. %�
 
�������	� A ���� ������!< ������) h, �� 	 �
)��� 	������������ �������-
�� ���� ����� ��	�������� ��������) ������: ( ) 0

l
P A�

�"
� . ?������� [42], ��� 

�(���� 	��������� �+�� �� �����< ���
)��=��� ������
� �	
����� ��-
���=�����  F�����	���. @�����, ����!< �(���! �� ������� �������) 
	��)�� ����!����
)��, �.�. 	�-���	��, �(��	��� ������ �	
����� ����
)��� 
��������� ������� �
� ��*���� ����������� �������	�; 	�-	�����, �(���� 

� �( ) 2 1.5 exp( )A 2P A l l� ��� 
 �  �����	��� ��	�
)��� �� ����������� ������, 
���!=�� ��
)+���	! �������	 ���������� �
������	, �������!<=� ��-
�!���	� �+��� �� ��!��<=�� 	������.  

� ������� �.�. �����(�	� [47] 	 �
���� 	������������ ��������� (	�� 
���������	� ��������� ���*���	� ������� ���
���� �������	, ����	������ 
������
)��� 	������� X, ��<� ��	��� +���� ���
��	��)��), ��
!���� 	���-
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�� �(��� ������������ �!��(���
�	, ���
������ �(����� 	��������� 
��	��������� ���
����� ������� �+��� 	 �	!� ���	�������.  

A� ����	� ��
!������ �(���� !�	��*������, ��� �!��(���
� ���
)��=�-
�� ������
� (������������ �(��� ������	�): 1) ���������!<� ����=�<=!< 
����������) �
������	 �� �!*� 	������������; 2) ����	��
	� �
� 
<��� 	�-
����, �� �������
)�� �
!������, ����	����  ������	� ��������
�����; 
3) ��	��� �� �
�*���� �� 	���� �������	� �
������	, � �� 
���
)���� ��� 
������*���	�, ���
)�� ��
!������� 	 ���!
)���� ��!����. @�����	��� ���-
�������) ���(�� ��	�������� ��������, 	��������) ������!�( �����-
��	� �
������	 �� ����+��< � �����! ��!����  «���(� ����	����	�» 
������������ ����  ������������ �
� ����� ���
�� ������. 

?�� ������� ��������	��� 	 ������ ������ �!��� ������) ��
!���� 
������( � ��� (	��) �������� ����������� ���(���� �� ����	� �����-
���� ����	�
� ���
<���� ������� 	������� ����������� (��������
��). 
?�� ������� ��������	��� ���
)���� 	����� �!��� ������) �����!, ��-
�����!<=!< �������� 	���� ������ ��+��� � �
���� ���������� �������.  

?�� ��������(�� ���
��( "? Y(t) ��������� ������� �������	-
���� ���(���� �� 	�������� �����	
�<=�� (�� ������ - �� ��������
); ��� 
�	����	���� ���
��( "? ��������� ������� �������� ������� (�� 
������ - �� 	�����
) ����
� �� ������ ��	��� �
��. ?�� �����(�� 
�	����	��� �!��� ������) !���
)��� ������� !��	��� �	����	���. ���-
��( ������� � ������ ������� �� ����������� �	����	��, � �����
)�� 
������� (����-�����() �� ������������� �	����	��. 

'���������� 1.9. 3!
)����*���	� { ( ) , ( ) }G GG k x x x U k x Z�� # � �  [131] - 
��	��!�����) ��� ������� ( )Gk x x#  F
������	 Ux�  (U – �����)  ������-
���� 	��*���� F
������ Ux� , ������
����� �!��(�� 
 : {0,1,2,...}Gk U Z�� � , ��� ���������� ��	�
�� « # ». 3!
)����*���	� 
G=(g1, g2, …, gn) ��*�� �����) ��� ����	���� S(G)=(x1, x2, …, xn) – �����*�� 
	��� ������ F
������	 � U  �����*�� ���������� [G]=(k1,k2,…,kn) F
������	 
����	��� "!
)����*���	�, ����	����� ���	���� ���(���(�� "!
)��-
��*���	�. %�
 "!
)����*���	� G(�) �����*� F
������, �	
�<=��� �
!-
������ ��
��, �� G(�) �!��� ����	��) ������������ (�
!������) �!
)-
����*���	�� ("33).  

?�� �������������)< �!��� ������): �) �����
���) �������	��� ���-
�������	�, �����*�=!< ������� ������ �
���� (��
��� �������������)) 
 
����!=���	���� ������ �
���� (�������� �������������)); �) ������*���	� 
��������������� �������	, 	
�<=� �� ���
�����) �������	 � ���-
��� ������	, !�����	� ���
<������ �
� �������	 � ��!��<=�� 	�����  
����	
�<=��� �� ��!�� �������� ��� *� ������; 	) 	���	�� ��F��(��-
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�� ��������������� �������	, ����*�<=� � ��	�!�
)��� 	�
�� 	 
���
�����) �������	 � ������ ������	 [175]. 

1.3. �%�'��/$�:/> $�,�@/ ��&=%$(���(/> &%&+%>(/< ,/(�'/@�&�%-
;% %#A��+�  
 
3���
) ��������	��� �������� �
�*���� ����������� �������  

(��.1.1), �!��� �����), ������) �� �
�������� 	������ ������� �����*�-
�� ����� ������ ��+��� [39, 40], �����!� �
��!<=� !��	� !�������� 
����
���: 

1) (�
, �� ������� �!�!� ������
��)�� (�
�	�� �����, ���
�! ������� 
�!��� �������� ���������	����� ����
), � ���*� ������
���  ����!�!�; 

2) ������� �������	�� �����, ��+��� ������� 	����*�� �� ����	� ����-

; 

3) ������������  F	�������� ������	, ���������� �
� ��������-
	��� �������� �@, �����
)��� ����
�� �
� ������ �����������
)��� 
��+���; 

4) �
������	, ���
�!<=� ���
)�!���� ������  ������� � ��������-
	��� �������� �@; 

5) 	����� «��
!�+���» �
������ (��	��!����� �
������	) �
� ��+��-
��� �����; 

6) ����������� ���
��( �
������	;  
7) ������	, ���������, �������� ������(. 

�%��(K :��/. R�
) ��
���	��� - ��	�+��� ������	����, �����	��-

����  ��
���� ����	����
)���� ���
�� 	�������� ����	 � 	��	
���� 
���!��!����  ��������� ������������ �
�*��� (�
��������
��	�����) 
�������	 �� ����	� ������� ����
���� ������	  ���
�!<=� � �
������	 
	��	
��� ��������������� ����������� ��
����� ����	��� ����������	� �@ 
(����	�� ���������), ����	����� ��������� �@. 

#F�> =%&+�(%��� $�,�@/. ?!��) ����� �
!������ ���(��� ("?)  

 � � � � � �� � � � � �� �0, , , , ( ) , X Y X t Y t t t T Y t f X t t�� � � � , (1.1) 

���������!<=� �������� �@, ��� � �X t  ~ 	����� �����
<������ �������-
��� �������� ������; ( )Y t  ~ �
!������ ���
<������ 	�������� �!��(�; 
� �t�  ~ ���	������ +!� � ����������� ��������. @������
)�� ����� 

��	����� "? �� [t0, 0] 	��	�!�� I>0 �
)������	��� ������ 
1 2{ ,  ,....,  }I� � � � � , �����	
�<=� ��
�!< ��!��! ������  ���������!�-

��� ��� �
���� �������� �@. ��!�� �
�	��, 	�������� �������� ���
��-
( "? ��*�� ������)�� ��
)�� 	 ����� � �������� (F��������, 
 	���-

����� �� ��!��<=�� 	������  ���	����� ��������) ��
����� (�
����	) i� , 
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1,i I� . A��
<���� ��!=���	
����� 	 ����	����	 � ��������� �
���� 
� �0 1 0,  ,  ...,  ,  n jt t t t t t j� � � � , 0,j n� . J����� ������ 	 ������� ���
<���-

��� 	 ������ t 
 �� ��������� �����	����� ����	�
� ���
<������ ���-
���� ���
��( Y(t) � �����! � �
����	 i� , 1,i I� .  


�%��(K @�&+()* =%&+�(%�%� $�,�@. ?�	���� ������ �����*���
)��� 
����� ���
������ ���������, ���������!<=� ��=!< �����! (1.1).  

4���%� 1. 3������� ������	� 	��!������� ����!�( �� ������� 
������ 	 	�� 	��������� ���� (	� ����� ��
�����, �������� �� $"�, ����-
����� ������
) �� ������	�� ��!=���	
�<� F������� �� ����	� � 
����� 
�����  ��!(). 

4���%� 2. $
�������(� ��������	��� �������� F��
��������� ���-
����, ����
) ����������� �������� ������ 	 	�� ������������ 	��������� 
����. ?��������	���  �(��	��� ������� ������� ������	� �������� 
���!���	  �������	 � (�
)< �	��	��������� �����!*��� �	
���, ��	���-
=� � ���������� ���
����	�� (����	������	). 

4���%� 3. @�����
��� ���� (������) �������� �@ �� F����������
)-
��� ��������� ������	 	 ���
)��� 	����� �� ����	� ���	
, �������	��-
��� �� ��!��<=�� 	������ - F����������
)��� ������ �������� �������-
�� ����+	����� ������	 �� ������ ��������� �@ 	 	�� ������ �>, ��-
�������!<=� ���	�� ���(����. 

4���%� 4. ?!��) ����� �������	��� ��������, ������� 	����� ��������-
�� ������*��� F
������ f(t, $) ������ ����������� ����������	� X1 	 F
������ 
y(t) ��!���� ����������� ����������	� X2 (����������� !��	����): 

 Af (t, $) = y(t)+�(t) (1.2) 

��� $ - 	����� ���������	 ����
, � - �������� ������*��� �!��(���
)��� 
��	�����, � - 	����� �+��� ���
<����  ����
��	���.  

A������, 	 ����
 ( )

0
( ) ( )

l i
i

i
x t f t$

�
�� , ��� ( ) ( )ix t  - ����	����� i-�� ��-

����� 	�������� ����
� 
������ ������, t - �������� 	�����, ���
���� 
�������� 	������ 	�
��� f(t) ����	����	!<� 	������� 	�
��� x(t).  

� ������ ������ �� �������� f(t, $) ����!���� ���� y(t) �� ���
<����� 
z(t)=y(t)+�(t); 	 �������� ������ ����!���� ���� ��+��� ������������ !��	��-
�� (1.2) 	 �������� �
���� �!��(� f(t, $) �� �������� z1, z2, ...,zm �!��( 
y(t) � m ������ t1, t2, ..., tm.  

>�+��� !��	���� (1.2) �	
����� ������������ 	 ��� ����
�, ��� ���
) 
!����� ��
�� �������� ���
<������ �!��( y ���!� ����	����	�	��) 
���
) !����� ��
)+� ������� ��	����� f; �	!� ���
���� ����
�� ����-
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����
�� f1  f2, ���*����� +!���, �!�!� ����	����	�	��) ����) ����*� ���-
���� y1  y2 ( ��������). 

� �!=���	����� ������������ !�������� �������	�� ����� (��=��  ��-
�����) �
� �
�*��� ����� ��������� ��
�������), ������������� �
!��!�-
(, ���(��
)��� ������������) ���� ��������. � �	�� � F��, 	�����-
�� ��
�� ��=�� �������	�� �����: �� ���
<������ ������ 	�������	�) ��� 
�!��(< ������ f(
), ���  �� 	������ ����������� ��������� (	 ��������, 
������ ��������� ���
<����
� �
� «�������» ���������� 	 �
�*��� ����-
����� ������� (��. �. 7.5)). 

� �
! ��	����*���� ���
�������� �����+��� ����� 	 �������	�� 
(1.2) ���� ���������(< ��=�� �������	� ����� (1.1) � ���� ����� ���-
� ��������	��� ������	. 

�(+��=��+�:/> %#F�< =%&+�(%��/ $�,�@/. @������� ����� �0 - ���*�-
��	� ���
)��� �������� ���
)��� �@, �Y - ���*���	� ���
��(� �������� 
�@, ����*�<=� �����������!< (
 �!<) ����
), �Y %�0, �TS - ������*�-
��	� ��������� ���
<���� ���
��(� �������� �@, �TS%�Y, 

1 2{ ,  ,....,  }I� � � � �  – ���*���	� ������	 (�
����	) �������� �@, �%�TS.  

����� �������������. "!=���	!�� ������*��� f: �0��Y – ���������-

���� ����
) �������� ���
)��� �@ (�������(�
)��� !��	����, �
!������ 
���(���  �.�.). 

	����� �������������. "!=���	!�� (���	������, �����������) ������-
*��� g: �0��TS – ����
) �������� �@ (���
)��� ������� �������� ���
)-
��� �@ ������*�<��� 	 ��������� ������*���	� i� , 1,i I� ).  

?� �������� ��!��<=�� 	������ 	 	�� ���*���	� ������� ��� ���-
���-����� �������� �@ &Y ={yl

j, 'l
j}N

j=1��TS, ��� 1,l k�  - ��
� ���� ���
<-
���� (���
��(�) �@, ����!���� ��+�) �����: 

1) �������) �
����� ��������	��� ($
>) A(&Y): �TS �� (	����*��, 
���*���	� $
>), ��!=���	
�<=��! �(���! ���� �������� �@ 
d � I�={1, …, I} �� ��	��!����� ���
<���� (n-���!) y(j, n)=(yj-n, yj-n+1, …, yj), 
n	1, j�{n, …, T}; 

2) �������) 	����� �(���� �����
�*���� (������������ 	�������-
����) � ��*���! � �������� �@ {p(d/y(j, n)), d � I�}; 

3) �������	��) ����	�� ��+�<=�� ���	
�, ���
��!<=�� ������� ��-
+��� ��.1, 2,  �����!<=�� ������ ������	� (�������) ��������	��� 
Q, ��� ������� �����<� ������ ��� �����) [41], 
 	���������) �����-
	
)���� ��������	���; 

4) �(���) ����=�<=!< ����������) ���*���	� ����������� $
> �� 
����	� 	��������� ������ ������	� (���
)��=� ������
), ������(����� 
�����, ������
)��� ���	��������, �����
�*����) ��+��� ������-
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�����
)���! ���*���	!). 
 
1.4. ��/'�� /(0%�'�:/%((%< '%,��/ %:�(/��(/> &%&+%>(/< &�%?-
(%;% %#A��+� (� %&(%�� ���'�(()* �>,%� 
 
� ������ �����
� ����	����� !��	��) ������������  F	�������� 

������	, ���������� �
� ��������	��� �������� �@, 	�
<��<=� ������ 
���� ��������	��� ������	, ���� ������(, ���� ����������� 
�(����  
������� ������	, ���� �����������
)��� ��+���. 

?����� � ���
�! �@ �� ����	� 	�������� ����	, ���		����� 	 ������ 
������, ������ 	 ���
��( �
��!<=� �����: 1) ����� ��������(, 
 	�-
��
��� !�
�	�� «����������» ���������	 �� ����	� ���
�� ����!���� ���-

��(� ����	�� ���������  �������� ������(; 2) ����� �������	��� 
������ 	���
����� ���������	 ����	�� ��������� (	�������� ����	), ��-
��	����	!<=� ��������� �@; 3) ����� ��������	��� �������� �@. 

?����
)�! 	�������� ��� �������	
��� ����� �������!< ���
��(< ��-
�������� �
!������� ���(����, �� ������ � �������� 	�������� ����	 �	���� � 
������� �����!*��� �������	 ������� �	����	 �
!������ ���(����	 (	 ��-
������, �������	 ����� ������ !������ �	�����(�������� �� ��!���), 
 � 
������� �����!*��� ������ 
 �����
)�� �������	 ������� (���
����) 
�
!������� ���(����. 

"!=���	!<=� ������ ( ���
�!<=� � �
������) ��������( �> 
!����� �����) �� �� ����	��� ��!���. 

1. P	�������� ������, ����	����� �� ������
�*�� ����������� 
�	����	 ������� �������	 ��������, !��	
��	���<=� ���������! �������-
�! �����< ����������� (�!��( ���!��!���� �
�*����) ������� 	�!�� 
��������� ����	�� ��������� ��� �������� �@. � F	�������� ������� 
��������� �
������ ��������( �� ��������! �����<, �
������ �!������ 
 �������� ���������( � ����=)< ������
���	  �� ��������� ������ 
������� �!��(�.  

2. 3����� �� ����	� ������������� ����
 �
!������� ���(����, ������-
������� � ��	������ �@  ����	�<=��� �	�����(������� ��������� ��-
��	�� ��������� � ����=)< �������	� �!��(� �
������ ��������
��� 	�-
��������, � ����� ��*��� �	�����(������� !������ ��	�� ����	����� 
	������� ���������	, �������  �	
����� �������� ����� ������� ��������� 
[29, 30, 127, 128]. 

3. 3����� �� ����	� ������������� ����
 �
!������� ���(����, ����-
	�<=���  ���������� ���������� ���������	  ����
) �������� ������	�-
�� �������� (������ 	 	�� ���������� ������ �
!������ ������). #�	����� 
������ � ���!��!���� ��������� ����
�	, ���
)�!<=� 	 ������	� ����
 
�������� ������	��� �
!������ ������ ������!< �����	��!< (��) ����-



�
�

�
<���� [120]. � ����	��� ����������� ����� ����
 �������� ���!���	� 
	����*���� ����	��) ��������� ��	����<=���� �����, �.�. ��
 �
��
)-
����) ���������	-�������� ��������
��� �� ����	�
� [1,..., ]  ������
����� 
������
)��� F
������� qii �����	���� ����(� Q, �� F�� ���� �����	���� 
	����*��� ��������
��� 	�� P(i=L)=(qii)L-1 (1-qii), L=1,...,  , 0<qii<1, ��� i - 
�
�� !������. 

'���������� 1.17. #������(����� ����
) ����������� ������� - F�� 
����
), ��������� �� ����� �
��-����� � ���
)��	���� ������	, ����!
  
��������� ���������(�, ����	�<=�� �!=���	����� �
� �����	
����� (�-

 ������  �
������ ���
�� ���������	  ���������� �������, �	�� ��*�! 
��, �(��	��� ����������� 	����	  	�����	 �������  ���	�
�<=�� �!-
�M� ����� �� ����
) ������( �� �������� 	������ 	�
�� ����
��-
	��) 	����*��� �������� �������.  

"��
���� [153] ��*�� 	���
�) �����
)�� ���	 ������(����� ����-

�� � ���� ����� (�
�	�� !�����	��: 1) �
� ����
��	��� ���
�� ������� 
�� 	��+��� 	�������	�; 2) �
� �
������( 	�!������ �������� �������; 
3) �
� �������� ����� ������� �������; 4) �
� �(��� ��
���� ������ 
�������; 5) �
� �����	���� !���	
��� ��������; 6) �
� ������( �������-
��	 ������� �� ����+��< � �������� (�
�	�� �!��(. 

����� ������	  ���
�!<=� � �
������	 �(��	��� �������� �@ 
�� ����	� 	�������� ����	 	 ������(����� ����
 (��. 1.1) ��!=���	
�
�� 
� (�
)< ��+��� ����� ��������	��� �������� �@, ���� �������	
����� �-
*� ������  �
������ ��<� ����������
)�!< (������)  ���!� �������)�� 
�
� ��+��� ��!�� �����. ��
�� �
��!�� ������� ������ ����
)��� �
���	 
�� !�������� �� ��. 1.1 (���!��!���� �����) �������.  

"
�*��� ��������� ������ (���� 1), ��� 	�+� ��
� ����������, �� 
���� ��
���� ���
�������� ������  ��
����)< ����	�<=�� ��� ����
. 
"�	��!�����) ��������� �@, ��
!������ �� ���
��( ���
���� ����
)-
��� !�
�	�, �����!�� ��!��<=!< 	�����!. 

?�� �������� ������(�� (���� 2) ��������� ������(�, ����!���� 
�� ������� ����
� ���
�� �> (���!��� 	��������� �
������ ��������	���).  

?� �������� ��+�<=� ���	
  ���
�� � ������	� �������� �	�-
���� ���������!<�: 1) ����������	� 	�����; 2) �����! �
!������ �������	; 
3) ��������, ������
�<=� �������� 	���������	� ��*�! F
������� ���-
�������	� 	�����  �
!������ ��������; 4) �����! �>; 5) �����	��� � ��-
����	! ��+���.  

'���(����� ����� ����
��	��� �� ���(�������! 	��������! ���! 
(����� 3) ���������� ����+� �!���� [33]  ����) ���!*���)�� �� �!���. A� 
������� ��
)+���	� ���(����	 �����(������  ��
�����, �������� 	 ��-

��, ������� 
 F������� [30, 127].  � ����	� *� ��
)+���	� ���
���- �

29
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�� ������	����� ������	 ���
��  ���������	��� �> 
�*� ������
�*�-
�� 
�� � ���(�������� ��
��!����� "?, 
�� � «��������» (��
�� ��
� 
F������!��	 �� ���	���< � ��
�� �����) ���������� ������� ��������� 
����
)��� ������	�� �!��(�. 

3���� "�@ 

"��(�������
�> 

��������� ��� 

��

A��
� ������

A��
� ������

�� 

$������� �-
�����(�, �� 

$
������ 
���(���( 

����
�� 

@�!����  ��-
+��� ���
��-
��� �����: ���-
����, !���	
�-
��, �����-

��� �@ 

'���(����� �����
����
��	��� 

@(���� ������	� 
����
, �� 

����� ����
 

�����
������	� ��-

��
, �� 

A�
������
�
)���(� 

>���������
����
 

3����� ���-
�����	��� 

"�@

?��������
�L> 

A����(�������
�> 

���� �����. 
��
���� 

����
��, 
�
)���	 

$
������
������	��� 
�������� �@ 

$
������ 
�������( 

������	 

$
������ ��-
�
���	��� 
�(����, �� 

"
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���. 1.1. /�#��"�������� "����� ���������� ��������� ����"�%����$� ��&���� �� ������ 
���"����! ����� (	� – ���"����� ���; 	1 – ������� ��2##�������; (' – ����"�%����� ��&���; 

�(' - ��������� ����"�%����$� ��&����; 	@� – ������%��� #����� �������������). 
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'��, �
��������� ����� �����
)��� �
)���( 	 ������=�� 	���� ��-
�	�
��� �������) �
)��� ��
)�� �
� ������������ !����� �
���� +!��	, 
�
��� � ��
��!, �����
)�! ��=��� �����
��	������ ������� � �������-
( +!��	 � ��!�� ������� ��������
��� �� �!=���	!��. @�����, ��� ��-
���� ����
��	��� �����(������� �> � ��
������ ������� (���� 4) �� ���-
��� 	�������� ������ 	 ��=�� 	�� 	 ������������ �
��� �� �����+���.  

� ������(����� ���

���!�
)��� ����
 (��. 1.1) ��+��� ����� 
��������	��� �������� �@ �� ����	� ���
�� �����	�*��<=� ��� ��	����� 
�> (� 	����*�� ��
������ �������), �������	
��� �����"� 5-14.  

>��+������ ��
���� ����
��, �
)���	 (���� 5) �����*�� ����
 
�!��(���
)��� ��	������� (���(������	 �� ��+�� ����� ���
�� �>)  
��F��(���� ���������� �����, � ����	����	!<=�, ��
!������ �� ����	� 
Z-���������	��� [85, 157], � ���*� ���!� ���) ����
���� ����������� ��-
�!
�� � �
)���� �� ����	� ������� (������� [43]) �!��(�.  

$
������ ������	��� �������� �@ (���� 6) �	����� � ������� �	��-
���������  F��������� ������� 	��������� ���� [60, 139], ����� � ������-
������ �@, 	��	
����� �� ��!��<=�� 	������ (������ �
������	 ������� 
�> ��	����� 	 ��. 2.4, 9.3). 

$
������ �������( ������	 (���� 7) ���
�!<� ��+��� ����� 
��������	��� �������� �@ ��������	�� ������	��� �������	 ����� ��-
������ �@, �� ����	� ������� 	����*�� ��+��� ����� ��������!�( ����-
����� 	��������� ����, �����*���
)�� ������������� � ��������� ������-
����� ������� (��. �*� �. 2.4.1). $
������ ����!<��� �� ���������(��-
��� (��
�*	�<=�) �	����	�� ������
����� �������� �����!���� ����-
=����� F��
���	 [85], �������<=� ������������ ���������� ��
������� 
������ ��
��!����� 	��������� ����, �� ��	��=�� ����	��������� ���
)-
��	��� ������ ������ F�������
�( [28], ���������� ����  �	�����������-
��� ����
�� [25, 66], ��� ���	�
��� !����) ��������	� ���� ������	.  

@�����, ��� �
����� ����*���� ����
�� [150] �
!*� �
� ��+��� ��-
��� 	�������	
��� ��
������ (�� ��+!�
�����) �������, F��� *� (�
 
������� ���� 11, ���
�!<=� �
������ 	�������	
��� ��
������ ��+!�-

����� ������� �� ����	� ����������������� �������  �� ����	� ����=��-
��� F��
���	 [43, 85].  

$
������ ���
���	��� �(���� (���� 8) ����<��� �� ������	��� �(��-
� (�
. 5)  ������ [75-79, 164]. J����� ���
���	������ 	����� �������	��� 
�������	 �������� �@ ���	��� �
��!<=� �������. ?!��) ������ L ������	 
�������	, 	�������� �� ����	� ����-
�� ������	 (	 ��� ��
� F���������), 
��������
 ������	� �������, !��	
��	���<� ���!����� ����������. '��-
�!���� �������) ���(��!�! 	����� �����
)���� ������ �������	, �����-
��
)�� �������� ��������
������) 	����� ��
� �� ����
)���.  
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B���� 9, 14, 15 ���
�!<��� �������� �������  ���(��!��� �����-
�	����	��� 	�����, ��
 ������	 �����
)��. '��, ��
 � ������� ������� 
�(��� 	�������� ����
 ��
���	��� ������ ������	� ��������	��� (f1)  
	���� ��������	��� (f2) (������ �
. 2), ��
!������ �� ������
)��� 	������, 
�� ������(� ������ 3$# (�
. 3) ��*�� �
!*�) ����	�� �����
)���� �� 
?����� 	����� «��
!�+��» ���� (����� ������	��� �������	 - �
����� 
��������	���). #�	�����11, ��� ����*��� ������� 	����� �
������ ��+�-
�� �
��� �����
��	����� ����� �	
����� ���
)��=� ������
). 

J����� 	����� ����
 ���
�� �> ����� �	����� � ����
���� �
������-
( �> �� ��!��� (�
����, ������) ���*� ��*�! ����� �> �� ����	� F�����-
�����
)��� ������. �
�������� �������� � �
������( ����	 (	 !�
�	-
�� ���!���	� ��!��� �������� ������(, ���� ��� �������� +!��, ��� 
�	����	�, ��
��  	� ������, ��
�� ��������  (�
����� ���
!������ 
���������  ��.) �	
����� ������ �������� ��������� ��*�! 	��� �>  ���-
���� � �� ��!��� (�
������) � ����=)< ������ � �	������ �
������	 
�
��������� ���
�� �� ����	�� ����(� ��������� (�
. 2, �. 2.4).  

B���� 10-13 (���������� ����
) ������
����� ���������! ��	�� ������-
( �
������	 (������������ ���	���� �������, ������	��� �������-
��������  �
������(����� �������	, ��������	��� �������� �@, 
������ ����	��� ��+���) �� ����	� �!=���	!<=� �
������	  ������	 
������	�, � ���*� ���������! ��	�� �
������	. 3�����, �	
�<=��� ����-
��(�� �	������ ������	 ��������	��� ������	 �� ����	� 	��	
��� ��	�� 
���������������, �
�*��� 	 �
. 2, 5.  

	�����. "��
�� ������ ����� ��������� ��	�������� ������	, ���
)-
�!���� �
� ���
��  ���������	��� 	�������� ����	,  �������� ����(� 
� ���������.  

?������	
��� ����� ������(����� ����
 �
� ��������	��� ������-
�� �
�*���� ����������� ������� (��. 1.1), ����	������ �����(������� 
����������� 	�������� ����� � ��
������ �������, � (�
)< ��!=���	
�-
�� ���������  !���	
��� �
�*��� ��������. 3���
) �������� �� �-
	������ ����	��  ��	�� ������� � 	��	
��< ��������������� 	 ������� 
������ �� ��������	�� �������� �
�*���� �������. ?�	����� ������ 
�������	�� ���
����� �����. 3�����  �
������, ���
�!<=� ���!*���-
�!< ������(���!< ����
)  �
�*����� �*� (�
. 2-9), �������	��� �� 
����	� ������������ ����
���� IReDDS [83, 84, 146]. 

������������������������������������������������������������
11 A������, ������ �����(�	� �.�. @���� ��	�������� ��
���	��� �� ����
��� ������	� ��!��-
�� �
������	 // '�	������ 	����� ��������  ��������. – 2004. – � 1. – ". 5–24. 
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«…����"� ��������, %�� � �%��� "��$�! ��%��! ���"�� ��%���� 
�������! ������� �����, ����$�� ���"����%��� 2��� �! �������-
��� � �!� ������������� "���"����� �������%��$� � ����������$�, 
����!��� ���"� � ���������" "�����". '������� 2�� ��������� � 
��%���� ������ ��$����������! �����", ��������! ����������-
���� ��#��"����» /$.A. ��
������	/ 

 
	���� 2. C������� ����D �E������� 
������������ � ��	����E ������������ 
������� ��!�	 ����������	 �"���� 
 
� ��	�������� ������� ������ ��+��� ������ 	�*��� �	
����� ���-

�
��� ��������� ����=����� ����
�� �� ����	� �������� ��
)+� ����	�	 
F����������
)��� ������, �����*�=� ������� �������������, 	��	
��� 
������� ������!< �	����� � !���+��� ��+���� ����� ��!���	������ �-
��

���� - ����=��� ������(. 

#���	
��� �� +!�� 	� 	�������� �����, �� �!�, ��	��� � ���*��< 
�������� �������	��� ����������	�, ��
 ������� ����� 	��+��� «�
!-
�������» ���
<������ ������ 	��������� ���� �� ������������� � ����-
��, � �!��������
)��� �
����	� ��
������� ������ �������� �	�� 
Yt = f(Yt-1,..., Yt-p), 	 ����	����	 � ������� ������!���� 	�������� ���. 

'��, ������(� �> �� �������+�� ����
 L�������!�� Yt = (
Yt-1
(1-Yt-1) 
�� (=4 ��	���� � ������, 	��+�� ����*�� �� ���
���	���
)����) ����	�-
��� ���
��(� ��������� �
!������ 	�
��� (��
�� +!�).  

� ��
)�! �������� ���� ��������	��� ������	  ������	 ��
������ 
����� �
� ��
���	��� �����(������� �> � ��
������ ������� 	����-
��	�����  ��� �������	����� �	����	 �!�
��(�, ���	�=����� ������� ���-

��  ���������	��� 	�������� ����	 (��., �������, ������ 	 [29, 30, 158] 
 ��.),  ��� ���!��*��� (����., ����� 	 [168]). A�����������) ����
�) �� ���� 
���
<������ ������ 
������ ����
 �� ������������� ����������� �� ��-

������ �����	��� ��	��� � �
�������� ����
�� [12]. 

 
2.1. #F�> &*�'� %:�(/��(/> &%&+%>(/< � =% ���'�(()' �>,�' 
'�+%,�'/ ��&=%$(���(/> %#��$%� / (��/(�<(%< ,/(�'/�/ 
 
?��(��
)��� �
�*����) ��+��� ����� ��������	��� �������� �@ 

������� ��������	��� ������	 	��	��� �
��!<=� ��������:  
1) �����������)< ���
�� ��!��<=�� 	����� ��
)+��� ������� (�
� 

��������� ����� ������� ��
�� 104–106 ������� 	��������� ����, �, ��� �-
	�����, ������ ����� �������	��� ������	 �������	 �	
����� NP-��
���);  
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2) ��!����� �
������ ��������	���  ���������� ��+�<=��� ���	
� 
�� ����� ���
��( �
!������� ���(����, � ������� ��+��� – �� ��!��� 
(	����*�� � ��!�� !��	���  ���� +!��	);  

3) ���
)����)< 	�����, �(��	����� ��
�� �������� ()10 ��� �
� 
F
��������-���������� ����� (P3", �. 9.1));  

4) 	����*��� ��
�������)<  �����(��������)< ��+!�
������ "? 
(1.1), ����� ������ «�
!�������» ��	����� �@ ��*�� ���) ��
�������);  

5) 	����*��� ����������� �������� �������� �@.  
'���(����� �������� ������	 ��������	��� ������	 ����!�� �� ��-

��	� ��<=���� ��!��<=�� 	����� (	����*�� ������=�� � ����� ���
��-
( "?)  ����
���
)��� �������� ������( �������
)�� �������� �@ 
��+�) �
��!<=� �������� (��. 2.1): 1) ������
�) ����=����� ��������-
������� (������������) ������ ������	 (�
����	) �������� �@ (��-
�����) ������(����� �������	�� ����������	� (#??)); 2) �� ����	� 	���-

������ #?? ����������)  ��!��) �
������ ��������	��� �������� �@; 
3) �(���) �� ������
)��� 	������ ������	� (����*����)) 	��� $
> �������� 
�@; 4) �������) (	����*��, ��

���	�!<) ���(��!�! �
� ������ ����	��� 
��+��� �� ������� ���
<������ ����������� � �����! � 	���
����� 
�������� �@. @���	! ��+�<=� ���	
 �����	
�<� �������	�� F
������, 
	�������� �
� ��*���� �������� �@ � �������	 ��!��<=�� 	�����.  

 
�

�� ��� ������	  
�( �� 	���  

��������  �@  

3 ���
  
���� ��	��� 
q?  ��������  

�@  

J����: � �����
���� ���	  

	���	��  
��F� �( ����	 

" ��
���	�� � 
��+���, 

�������	���  
�(�� ��  � �  

��� �� �	��
 �� �� ���  �� � ��

��������� ��� 

�������� � �

������ 

?���� � ��+��� 
�  �������  �@ 

@ (����  ������	� 
�( ���  

������� � �@ 

� ��� �� 	���� ���� �� �� � �����	 �� ���� �� �� � �

 
 

���. 2.1. �!�"� ���������� ��������� (' �� ���"����" ����" "�����"� ���-
���������� �������: 	1 – ������� ��2##�������, C
 – !�����������%����� ��������; 

)������ ������� – ����� �����! � ��#��"����, ��������� - ����� ��#��"���� 
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A� ��. 2.1. �������	
��� ����� ����
 ��������	��� ������	 �
� ��+�-
�� ����� ��������	��� �������� �@ �� 	�������� �����. 

@���	��� ������������ ��������� ��
������ ����� (��. 2.2) �	-

�<���, ��� ���	
�, ��
������ !��	���� 	 ������� (	 �������) ����	��-
���. '��� !��	���� ���!� ����*��) ��
)+�� ������ ���
���� ��*��	 (��-
������ �@), 	 ��
�� �� 
������ ������	����� �������(�
)��� !��	-
���� (@��). @����� ����) � F�� !��	���� �� ���� ���
�������� ��+�-
��, ������� �	
����� ����
�� (����� �
� ���
��, ��F���! ���
)�!<��� 
�������
����� ��
�	�� �
������ ��+��� ���� !��	����  ��������� 
����	�� �������. ?�F���! ��	��=��� ������	 ��������	��� ������	, ��
-
������ �����  ������������� ������� �
� ��
���	��� �
�*��� �@ 
�������	
����� ��������	��� [114, 115]. 

 

 
���. 2.2. '���� �!�"� "������������ �� ���"����" ����" � "���� "������ ��-

�������� ����"���. 	 ���������! ��"��! – "���� ��������! ������������ � ����� 
�!�"�: ���������� � ������������ ��������� (' 

 



36 
 

>�������!�(� �������� �
��������
��	����� �@ �������� ��+��� 
�
��!<=� ��������� 	�*��� �����, ����� ������� 
���� !	�
��): 

1) ��������, ��������� � (�
)< ��+��� ����� ���������	���  
!���	
��� �
�*��� �������� 	 	�+� ������
����� ����
�; 

2) ������
��� ��
�� !�����	��� ����������� (����������)  ��� ��-
����������� ����
, ���������� �
� !���	
��� ��
������ � ������-
���� ������� (�������, �� �����! $�$> [70, 149]  I&I [2] (��. �
. 7); 

3) �
������(� �
��������
��	����� ����������� ��������� 
�������	 (	 �.�. � ���!���	�� ������
�!���� �����)  � ��������	��� 
� ����
��� ������(�� �� 	���
����� �������� (��+!�
����� ���� ���-
���); 

4) ���
<���� (�������) 	�
�� 	 �
! ��	����*���� ����������	��-
���� � ������� �� ������ ������: ���(�� ����
 /
 �������!��, 
	����*���� ��	��*���� ������� (����!+�<=� ������
)), ������
���� 
������	���  ��. [3, 90]; 

5) ��!=���	
��� 	�����(  ����	������ ����
��  � ���	����. 
� ������ �����
� ��+��� ������ ��
!���� �������	��� �������	 ��-

������ �@ ����
 ����������� ������� �� ��� ����������� 	�������� 
���
��( (	��������! ���!) �� ����	� ����=����� F��
���	  ���(�� ��-
�����
)���� ��������� [46, 58, 85] � (�
)< �������� �
��������� ����� 
���� ��������	��� ������	 � ��+��< ����� ��������	��� �������� �@ 	 
���
)��� 	�����. 

 
2.2. ��+%, %#%#F�(()* G+��%(%� / ��H�(/� $�,�@/ ��&=%$(���(/> 
&%&+%>(/< ,/(�'/@�&�%;% %#A��+�  
 
?������
)�� � �> ��*��� � F����	 ������ ��������	��� ������	 ��-

�� �	� ����������. @����� 	�� ��!��� �� 1-� F���� (��������� ������(-
������ �������	��� ����������	�) ����	������ 	�
�, �.�. ������������� �-
������	����) �������	 �� ��*�� ��������	��) 	������� ������	� �
����-
��( �������	 � ������
)��� ��	��!����� ��*� ��

���	�� ���	
, 
, 
��!�� �
�	��, 
<��� «����+�» �
����� ��������	��� (��������) ��-
��*�� ����� ������	�, ��
 ������� 	������ �������������	��. A� ����
��! 
���!����� ������+��� ��
� �������	  ��
� �������	 !����	�
 
$.A. ��
������	, � �����: ��
 ��
����	� �������	 ���	�+��� ��
����	� 
�������	, �� 	�
�� 	���������) �����!*��� �
!������ ���	���������	-
��� �������� [101]. 

R�
)< 	��	
��� ��������������� �	
����� ����	����	� ��	��� ����� 
�
� !
!�+��� ���!
)����	 ������ ��+���. � ����	��� 	��� ����
��, �-
��
)�!���� �
� 	�	���  ���
�� ��	��� �����, ��������� ����
 �
������-
(, �������, �
�������(, ���
�� ����(�(�, ���������	��� 	�����-
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��� ����	, �������	��� (����=���), �����!*��� ���
�����. ?��*�� ��� 
�
�*�) ����� ��������� ����=����� F��
���	, ������ �
��!<=� ���-
������� ����(������ �������� ������	 �
�������( �
� ��������� 
#?? (����	�<=� 	�����! �������	 �� �
������, ������=� � ���*� ��-
�����	,  	���
�<=� 	 ��*��� ��!��� �� �����! ����
�� ������! ����-
���	��
< �� ����	� 		������� �� ���*���	� �������	 �����):  

1) ��
 	 ������� ���*���	� �������	 �!�!� ���!���	�	��) ������-
���	��� ������, �� ���!� ���	�)�� �
������, (�
��� ������=� � ���-
������	��� �������	;  

2) ����� ���
)�!<� ������(< � �������� ������	� ��*�! �����-
���, �� �� ��+�<� ����
��! �!
)���

�������� �������	 (����� ������� 
�������
��	����� �������	 ��*�� ������)�� 
����� ��	����); 

3) �
������(� �� ���(�! ����
)���� ��������� �������, ��
 
������� �������	, ����	�<=� ������� � ������ ������	, ���������� ��-

�� ��!� �� ��!�� [55, 156]. 

@����� ���*� ����������� �
�����-�
����� ��������� �
������	 	 
������
�*�� � �����
)���� ��������
��� �������	 	 �
������� (��� �	
�-
���� ������	����� 	� ����� ���������� ��
�*����), ���
)�!<=� �
�-
����-������12, ����
�*����� $.3. O!������,  �	����	� �(���� 
D.�. 3�+�
���13 �(��	��) ��������� ��������
��� �
������, ����
)+��� 
�� ��
����	! �����. J�����, ��� !�
�	� ������ �. ?�����14 ���	��� �-
������ � ��	����� (�����	 �	!� ����������� �����
)��� ��	��!������� � 
�	������ ��	���(��, ���
��<=��� ��	���, �	
�<��� ���������� 
�
� !�����!���� �
�����-���
�� 	 �
! *������� ���
)�!���� ������
�*�-
��. 

#��� ��������� �
�����-�
������, ����	�<=��� 	�����! �������	 �� 
�
������, ������=� � ���*� �������	, ���
<������ 	 �
��!<=��. 

�
�����-������� �� !��	�� �������� � ���	������� ������� � ��-
���
�*���� 	����� �����! �����
)���! ��������
��<. %�
 ������� �� 
��	��������, �� 	������ � 	���������)< (1 ~ �) �����*� ��� �
�����. %�
 �-
������ ��	��������, �� ����� ��
)+�� �
����� 	��������� F

������ �� 
!��	�� �������� �,  � ����	+��� ������ ���������� �������� ���(��!�� 
	 (�
�. ?��(��!�� 	���
��� �
������	 ������	�����, ����� 	�� ���� ���-

������������������������������������������������������������
12 O!���� $.3. "���������� �
�����-�
����� // 3����������� ������ ��������	��� ����-
��	: "����� ���
���	. – 3.: 3$�" ?����, 2007. – ". 241 – 242. 
13 Meshalkin L.D. Some mathematical methods for the study of noncommunicable diseases // Proc. 6-th In-
tern. Meet. of Uses of Epidemiol. in Planning Health Services. – Yugoslavia, Primosten. – 1971. – Vol. 1. – 
Pp. 250–256. 
14 Pearson K. On the criterion that a given system of deviations from the probable in the case of a correlated 
system of variables is such that it can reasonably be supposed to have arisen from random sampling // Phil. 
Mag. – 1900. – Vol. 50. – Pp. 157–175. 
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�����
��� �� �
�������, 
�� � ��
����	� ��	�
�� (�~������ �� ���	��� 
������). 

� ��
�� �� ��
)+���	� �
������	 �
��������� ���
�� ������ ����-
������� �
�����-�
����� �� ����!�� ����	����
)���� !������ ��
� �
��-
��	, �� ������� ���� ����
�) ��	��!�����) ����� ���
<����,  ��+��� ����� 
�� �
�*��� ��
�*����  ����������� �����
)�� �
����	 (�
!���, ����� 
������ ���!� ������) ������	�� ������� �
� �������	 � ������ ����-
��	). 

1. �%&+�%�(/� /(0%�'�:/%((%;% =�/$(��%�%;% =�%&+��(&+��. � ����-
��	� ������������ �������	 �
� i-�� �������� ,  1,i i I� � , ��������� ��-
��� F��
���	 �������� �@, ��������� ������� ��!=���	
����� �� ����� � 
�
��!<=� ����: 1) 	���� �� ��!��<=�� 	������ ������������ ���������	 
����	����	!<=��� �> (��������	)  ����	�
�	 ��*�! �� [82]; 2) ��������� 
����=����� g-F��
���	 (generalized etalon), �!�) �������� – 	 ������ �������� 
���*���	� �������
)�� �
��� �����
�*����� (	 ������
����� �*� ����
�) 
	 �������	�� ����������	� �������	 ���� g-F��
����. @�����	��� ��  
2-� �����, 	���	�� ���������� �
� �> 	 [85]  �����	+���� 	��)�� F�����	-
��� �
� �����(������ �> � ��
������ �������. 

�%&+�(%��� $�,�@/ =��%#��$%��(/> /&*%,(%< �)#%��/ � ��=��$�(+�-
+/�(�L. ?!��) ���� ��������� ���*���	� F
������	 (�������	, F��
���	) �Y, 

�������	
����� 	 	�� ��������� �
����	 
1

I

Y i
i�

� � �� . ��*��� ������ 

j YY ��  ����	����� ������� �������	 (��������, ������� ������
��, 

(������	)), � �1, ,j j jgY a a� � . #������ �������� ����� �������	 

� �1 2, , , nU Y Y Y� � , Y��Y, � ��*��� � ������� �	�����, � �����! �
���! �� 
�����
�*�. A�������� �������) ��	!< �����! ����=����� F��
���	 (g-
F��
���	) � �1, , nY Y Y ** * *� � , !��	
��	���<=� !�
�	�� [46]: 

�) ������ ������ g-F��
���	 ��
*�� ���) ���)+� ������� ������� ��!-
��<=�� 	����� ( n n* + ); 

�) ��*��� g-F��
�� ��
*�� ������)�� � ���! *� �������� �@, ���  �-
������ F��
���, � ������� �� �������	��; 

	) ������	� ��
!������� ��+�<=��� ���	
� �� ��
*�� !�!�+��)�� �� 
���	���< � ��+�<=� ���	
��, ����������� �� ������� 	������; 

�) ����=�<=�� ����������) g-F��
���	 ��
*�� ���) !��	
��	����
)��� 
(�� ���)+� ����!����).  

@�=�� ����� ��������	��� ��	��� �������, �� 	����=��� 	 ��!��<=!< 
	�����!, �� ����	� ������ F��
���	 [156] ���������� ������  �	�����: ���-
��!<��� �� �	������ ���(������� F��
��� ��*���� �
���� (������) �� �����-
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��� �������	, ��	��� �������! ������������! ������� �������	 ���-
����	, �����!<=� �
���. A�	�� ������ ������� � ���! �
���!, ��������� (��� 
���	
�, �	�
��	�) �� F��
��� �������� ����
)��. A�������� ������� ��-
���� ���*� ����+� �	����� [58], 	 ��������, ����� ���� ����� ������	� 
��������	��� 	 �
!��� ������ ���!��!�� �
����	 (������� �������� 	�!��-
�
����	��� ���������).  

R�
������������) �������� FRiS-�!��( (��� �������
)��� ���� 
������	�) �� ������ ���!��!�� �
����	 �������� 	 [13]. 

'���������� 2.1. L!��(� F ����	����� FRiS-�!��(�� (Function of Rival 
Similarity), ��
 �
� ������� ������ ������	� ������� � � ����!��!<=� 
�������� A  B 	 +��
� ����+��� ���
)�!<��� �
��!<=� ������+���: 
FA/B=(rB-rA)/(rA+rB) �
� ������	� � � A 	 ����!���( � 	,  FB/A=(rA-rB)/(rA+rB) 
�
� ������	� � � B 	 ����!���( � �. J���) rA  rB – ��������� �� � �� A  B, 
����	����	����. ?� !���� ������ 	�!���
����	��� ��������� 

� � � � � � � �1/2 2 1 1 2 2 1 1 2 2/1 1 2 2 1 1 2 2 1,F r d r d r d r d F r d r d r d r d� � � � � � . 
?������� FRiS-�!��( �
� ������� �
!��� ���
<������ 	 �
��!<=��. 

@������� ���*���	� F��
���	 �
����	 �1  �2 ����� U1  U2, ����	����	����, 
U1!U2=U. ����
��� ������� ������ �������
)���� ������	� ��
��!����� 
��	��� ������� y* � �
*��+� F��
���� ��*���� � �
����	: 

1/2 /
u

u
u

r rF
r r
,

,
,

- �
� �

�
, 2/1 /

u
u

u

r rF
r r

,
,

,

- �
� �

�
, ��� ru  r, – ����
)��� ��������� 

�� ������� y* �� �
*��+� u-��  ,-�� F��
���	 �
����	 �1  �2, ����	����	��-
��, � !����� � 	���	�� ��F��(����	. >�+��� ��������� 	 ��
)�! ����-
��
)���� ������� ������ ������	� � �0 1/2 2/1arg max ,  i - -� .  

3����� ������ F��
���	, ���
)�!���� 	 ��������� ������� �
����-
��( (������ �
*��+� �������, �����(�
)��� �!��(�, ����� �������	-
����� ����), ��*�� �
����(��	��) (�� ������=� ������) �� �� ��!���: 

1) ������ (Stolp, A-Stolp, FRiS-Stolp), ����	����� �� FRiS-�!��(, �!�) 
�������� ������� �������� ��
!���� �(���� 
���
)��� �
�������� �
����	 
	 ��*��� �������  	���
��� ����+��� F�� �(����; ������ ��
���<� ��-
��+�� ����=�<=�� ����������)<; 

2) ����� ������� 	������	 SVM, 	 ������� F��
���� (������� �����-
���) �	
�<��� «����������» �������; ����� ��
�	������ 	������	 RVM, ��-
���<=� 	 ������	� F��
���	 �������, ������=� �� ����(� �
����	 �� ��-
����
����� �������� � (�
)< ���	
��� �� +!��	�� �������	; 	 RVM ��-
���� ��
� ������� �������	 ���)+� �� ���	���< � SVM  ����=�<=�� ���-
�������) 	�+�; 

3) ����� ������ F��
���	 �
� �
������ �
*��+��� ������, ����	����� 
�� �����( �!��(���
� ��
���� ���
)��=��� ������
� [47], ����������� 
�������� �	
����� ����� F�����	����) �� 	�����. 
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A*��
�*����� �
����� 2.1, ��
���� ��������	�� FRiS-�!��(, 
����� 	������ � �����! �����(�
)��� �!��(� (	�� F��
���	 ��	�� �� 
��������� �� ��*�
����	�� ����(�), ��
���	�
�� 	 ������ [46]  ����=�� 
�
� �������� � 	�������� ����� 	 ��	������� ������ [85]. 

� ������������ ������ ������	��� F��
���	 ��������� �
��!<=�: 
1) ���
)�!���� ���(� �������
)���� ���������: ������ � ������� j �-
������ 	����� �����!<� ��	�� g-F��
�� ������
������ �
����, ��
 �������-
�� �� �������	 �� 	�������� ���� ' ���)+� ��������� �� �������	 �� ���-
�!��!<=�� ���� ' � ( cj j

r r' '
+ ); ������, ��������� �� �������� �� ����
)��� 

���� ' ��
)+� ��������� ��*�! ����
)��� '  ����!��!<=�� ' � ������ 	 
��	�� g-F��
�� �� 	�
<��<��� ( cjr r' ''

� ); 2) ��*��� �
��� ��*�� ���) ��-
���
)�� g-F��
���	, 	���*�<=� ��� ����������	���!< (�����������!<) �-
�	�!�
)����) 	 	���
����� 	���	�� ��F��(�����, ��	��� ��
! �����-
������� F
������	 ������� 	����� � ������! F��
��!.  

��� ��������� ��=���� �
�*� �!�) �
������ 2.1 �
� � �1 2,� � � � . 
��������� ������ ' (����
)��� ����� ������	��� g-F��
���), ����
�� !��-

����� �� 	��� �������	 	�����; 	�������� ������ ��!���� �
���� ' � (����!-
��!<=�� ����� ������	��� g-F��
���), ����
�� �
��� � ����� '. �� 
���*���	� U' 	�
<��<��� ������� ������� 	�����, ��������� �� ������� 
�� ���� ' ���)+� ��������� �� ���� ' � (��. 2.3),  �� 	�
<��<��� �������, 
��������� �� ������� �� ����
)��� ���� ' ��
)+� ��������� ��*�! ����
)-
��� '  ����!��!<=�� ' � ������. ?������� g-F��
��� �	
�<��� ������ 
������� �������	 	�+��+� 	 ���� �������	.  

 
���. 2.3. /���������� #��"�������� g-2������ 

 
��;%�/+' 2.1. �%�'/�%��(/� g-G+��%(%� 

	!��: @�!��<=�� 	������ � �1 2, , , nU Y Y Y� � , � �1, ,j j jgY a a� � {�����-
�� �������	 �
� ��*���� ������� Yj}. 

'�

'�

a1�

r'j�
c j

r
'

a2�
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	�!��: � �1 2, , ,G mU G G G� � , m�n, � �1, , ,j j jg jG b b w� � , ��� '
kja  - !����-

������ ������� �������	 �
� ��*���� g-F��
��� Yj
’, wj - ��
� �������	, 	�-

+��+� 	 g-F��
�� Gj. 
1: �
� 	��� i=1,…,n, �
� 	��� j=1,…,n: ���� ���������: 

2

1
( )

g

ij ie je
e

r a a
�

� �� ; 

2: ?��� 	������ ./U  ��!=���	
��) �����	�: 

3: ���� ����
)�!< ����! ������	��� g-F��
��� 
2

11, 1
arg max ij

j j
r'

�

� � �
� � ; 

4: ���� ����! ������	��� ����!��!<=��� g-F��
��� 

21,
arg minc

j
j

r''
� �

� ; 

5: �������	��) ���*���	� �������	 � �,c cj j jj
U Y r r r r' ' '' ' '

� + + ; 

6: �������	��) ��	�� g-F��
�� Gj �� ����	� U' �� �������� �������	, 

��	��� 1

1
,

w

j jl
l

b w a w U
'

' ' ' '
�

�

� �� ; 

7: !��
�) � U ������� U':  : \U U U '� . 

	����� � �1 2, , ,G mU G G G� � , � �1, , ,j j jg jG b b w� � . 

1�""������� � ��$����" 2.1. � �
������ 2.1 	�������� ������ ' 

(«(����» g-F��
���), ����
�� !��
����� 
2

11, 1
arg max ij

j j
r'

�

� � �

0 1
� �2 3

4 5
 �� 	��� �����-

��	 	����� � �1 2,� � � � ; 	�������� ������ ��!���� �
���� 

21,
arg minc

j
j

r''
� �

� , ����
�� �
��� � ����� ' (����!��!<=�� ����� ����-

��	��� g-F��
���). �� ���*���	� U' 	�
<��<��� ������� �� ���	
!: 1) ���-
������ �� ���� ' �� �������	 ���)+� ��������� �� ���� ' � ( cj j

r r' '
+ ); 2) 

��������� �� ���� ' �� �������	 ���)+� ��������� ��*�! ����
)��� '  
����!��!<=�� ' � ������. ?������� g-F��
��� �	
�<��� !���������� ���-
���� �������	 �������	, ��� �����!<=�.  

A� ��. 2.4 	��� F��
���	 ����������	��� ��� �
�=�� ��!�-�������	. 
P��
��� � ����
)+� 	���� ���!� ���) !��
��� � �������	������ ���*�-
��	� ��� �������� (
 ��+!�
�����) �� ������	��! ���(�!. '��, �� 
��. 2.4. d) - ����=����� F��
��� ���
� ������	�� �
)���( (!��
��� F��
�-
�� � 	����, ���)+� 17). 
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�) 
 

b) c) d) 
���. 2.4. a) 150 ��&����� � �����" ������ � 30% ������%����"; b) ����-

������ 2������: 24 2������ � 1-" � �� 2-" ������!; �)  26, 25 2������� � 1-" � 
�� 2-" ������! ��� ���������� �� 100 ��&�����; d)  2������ ����� #���������  

 
� ���
(� 2.1 ��	����� ���!
)���� F����������
)��� ��
���	��� ��-

	����� F�����	���� ��+�<=� ���	
 �� �
�=�� ���������� ������-
�� �@ �
� ��!��<=�� 	����� �������� 10000 �������	. >��!
)���� �	
�<�-
�� ������ �� 50-� F�����������. �
� ��������� ��+�<=� ���	
 �-
��
)��	�
�� �
����� 2.2.  

$��
� ���!
)����	 ��
���	��� ������
, ��� g-F��
��� � ��
�� 	���� 
��*�� �����) +!���  !��
��), ��� ����� ��	������� �
����� ��*�� �-
��
)��	��)  ��� �
)�� ������� 	�����  ��� ������ ������	��� 	�	�-
+����� ����=����� �������	, 	��	
�<=� ������ ���������� ���	�-
��� ������� ��������
�� ��������. 

 
$����� 2.1. 4�����"���� 2##���������� ��)����! ������ �� ������� 

������%���� ��������� ��� 30%-" )"� 
P�����	����) ��������	��� ������-

�� � ��������� F��
���	 ?
�=��) ������-
���� ��������

g-F��
��� P��
��� �������� 
!�������� 

����� ��������-
	��� �� g-

F��
���� /�� 
�������, ��� 

0 99.9% 99.9%  
10 99.8% 99.3% 0.26/0.87 
20 98.1% 97.0% 0.53/4.36 
30 97.4% 86.4% 0.75/6.97 
40 96.5% 54.1% 1.11/22.58 
50 95.2% 34.7% 1.51/27.77 

 
2. :�(/��(/� /(0%�'�+/�(%&+/ =�/$(��%�. ?� 		��� ������ «�-

������	��� ������» ������!��	����� ��
�� ��������� ������(����� 
�����������, ����	�<=�� ��	��!�����) �������	 (������(����� ��-
���� $����, F��������� ������ O������). ?�����
�������, ��� �� ���-
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*���	� ��������� ����������� �!=���	!<� ������*���	� �������	 ����-

�� ��
�� 	���*�<=� �!�) ��������� �������� ������ ���
�� ������.  

� ���������	����� ��������
�� �������	���� �������	, ���
)-
�!���� 	 #3, ���������: 

1. '���(���� 	 ������	� ������ �������	���� �������	 ���
)-
�!���� ��
� ���	
)�� ������������ �������	 ��!��<=�� 	����� 	 ���(��!�� 
Cross – Validation (��. ������
��� 	 �.1.2).  

2. ?�������
) �������
)���� ������	� � � � �2 1
max min

1

n
j j

j
r r r r

�
� �� , ��� n ~ 

����� ��!��<=�� 	�����, 1
jr   2

jr  ~ ��������� j-�� ������� � ��!��<=�� 
	����� �� �
*��+��� ������� �	���� ������  �� �
*��+��� ������� ��-
����-����!�����, ����	����	����; maxr   minr  ~ ������
)���  ����
)��� 
��������� ��*�! �������� ��!��<=�� 	����� [9]. 

3. ������, ���
)�!<=� FRiS-�!��(< [13] (������
��� 2.1).  
4. ?�������
 F�����	���� (�	
�<=��� ��
�	�� 	���*���� ����-

���	���� �������	) �� ����	� ��
������ ���
����( (�
. 3) �����
)�� 
������	.  

5. 3��� �������
)��� 	�*���� �������	, ����	����� �� �!
)����-
*���	�� (��. 4.2, 4.7, ����!
� (4.11)) 

6. 3��������  ����������� ������ ������������ +��
��	��� 
[25]. � ������ ������ ��	����� ������(� (33$#) ������ ���
�� ����-
�� (3$#)  �������� �� �	����	� (�
. 3), ������� ���	�
��� ��������� ���*-
��	��) ������ 	 �������� �����<=��� ������� �������	. 

"���������� ��������
�� �������	���� �������	, ���
)�!�-
��� 	 #3, �	
�<��� �
��!<=�. 

1. �
� �
!��� �����
)���� ��������
��� ������� �������	���������-
�� ������ L+��� 	 	�� ����+��� � �1 2 1 2Q = m - m / d + d |, ��� m1, m2  d1, 
d2 – ������������ �*����  ������ ���	���  	������ ������	, ����	��-
��	����. 

2. 3��� �
���� (������) �� ����	� ��F��(���� 
������ �����
�( 

r(z1, z2): \(z1, z2)= 1 ~ |r(z1, z2)|, 1 2 1 2
1

( , ) ( ) ( )
n

i i
i

r z z z y z y
�

� 
� , ��� 1 2( ),  ( )i iz y z y  ~ 

������	�����  (������	����� ������� �������	 z1, z2 �
� �������	 	�-
���� � �1,.., ny y y� . >�������� \(z1, z2)=0 �����  ��
)�� �����, ����� �����-
� �	����� 
������ ��	�����)<. 

2. 3��� 	�*���� �������	 �� ����	� F���������� ������ O������  
�	�����( �!
)���� (�
. 5). 
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3. ��;%�/+') ��&=%$(���(/> &%&+%>(/< �. �
�������� �������-
��	����� (���������) ������ >@ (����� F��
���	, ����� «�
*��+� ����-
���») ����(��	���  �������	��� � ���(��� ��!��<=�� 	����� ���-
�����	����� �����. #�
�*� ���
)�!���� 	 ������(����� ����
 
(��. 0.1, 1.1) � ������( �� ����	� ����=����� F��
���	. 

��$����" ������������� ��������� (' �� ������ "����� 2������� � 
#����� ������������$� �!������ (FRiS-�!��(). @���	! ��+�<=��� ���	-

� �����	
�<� F��
����� F
������, 	�������� �
� ��*���� ������ � �����-
��	 ��!��<=�� 	����� �� �
�����! 	����� F��
�-
��	-������
���	���
)������, 
 g-F��
���	. �
� ��������	��� ��	��� �����-
�� (������� ����
�) ������
�<��� ��������� �� ���� �� 	��� F��
���	, 	��-
��<��� �
*��+� �	� F��
��� � ������ �
����	,  �� ���������� �� �� 	�-
��
�<��� ������� FRiS-�!��(. >�+��� ��������� 	 ��
)�! ���� �
����, 
������� FRiS-�!��( �
� �������� ������
)��.  

��;%�/+' 2.2. ��/(>+/� ��H�(/> =% g-G+��%(�' / 0�(�:// %+(%&/-
+��K(%;% ��&&+%>(/> 


���"���� ����"������: 	���	�� ��F��(���� � �,  1, ,  1,i
lw l N i I� � ; 	�� 

�
����. 
	!��: J������ ����
� y; A���� F��
���	 � �( ) ( ) ,  1,i i

j iB B j n� � , 

� �1

( ) ( ) ( ),...,
N

i i i
j j jB b b� , �
� ��*���� i-�� ��������	������ �������� ,  1,i i I� � ; in  ~ 

��
� F��
���	 �
� i-�� �������� �@; F��
����� 	�!���
����	�� ��������� 
6i. 

	�!��: A���� i0 �������� �@, 	 ��
)�! �������� ��������� ��+���. 
1: 	���
�) ��������� � �� �( ), ,  1, ,  1,i

j id y B j n i I� �  �� (�������) y �� 	��� 

��<=��� F��
���	 � �( ) ( ) ,  1,i i
j iB B j n� �  �� ����!
� 

� � � � � �
22( ) ( )

1
,

l

Ni i i
j l l j

l
d y B w  b

�
� �� ; 

2: ���� �
*��+� �	� F��
��� � ������ ������	 1 2( ) ( ),  i iB B : 

� �( )
1 1, ; 1,

arg min ,
i

i
ji I j n

i d y B
� �

� , � �
1

( )
2 1, ; ; 1,

arg min ,
i

i
ji I i i j n

i d y B
� / �

� ; 

3: ������	��) FRiS-�!��( �� ����!
��: 
1 2 2 1 1 2/ ( ) / ( )i i i i i iF r r r r� � �  

�
� ������	� y � �
����� 
1iS  	 ����!���( � 

2iS ,  
2 1 1 2 1 2/ ( ) / ( )i i i i i iF r r r r� � �  

�
� ������	� y � 
2iS  	 ����!���( � 

1iS . J���) ri  rj – ��������� �� y �� Si   Sj, 
����	����	����.  

	�����: � �1 2 2 10 / /arg max ,  i i i ii F F� . 
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A� ����	� �
������ �������	��� ��
!������ «�������» (	����*��,  
����	����	��) ��
���	 �� ����� (����!) ��������, � �������! ����
������� 
������ ��������	����� ����
 y(t) �� ����
)���! $
>, ��!=���	
����� ����� 
����	��� ��+��� 	 ��
)�! ������ �������� �@. $
������ �������	��� 
��	��!����� «��
���	» �� ����! �������� �@ �!�!� ��	����� ��
��  ����-
	��� �� 33$# [76-79]  ���
���	�� ������	��� �(���� [164]. 

 
��/'�� 2.1. ?���*�� ����������������) �
������	 �
� �������� ���-

	���� ������(  �
� ����	��� ��������	��� �������� ����������� 
������� �� ��+�� ���
����� ����� �� ��������	�� �������� ���-
�������� �	����
� (�������� �
.4, 9). 

� ���
. 2.2, 2.3 ��	����� ���!
)���� ��������	��� �������� �@ �� 
�
��!<=� �
�������: $
> 1 �� ����	� ������ ������� F��
���	 [156]  
FRiS-�!��(; $
> 2 �� ����	� ����(������ ������ F��
���	  �
*��+� 
�������; $
> 3 �� ����	� ������ ��������� g-F��
���	  FRiS-�!��(; $
> 4 
�� ����	� ��

���	���� ��+�<=��� ���	
�, FRiS-�!��(  ������� 	�-
��	�� ��F��(����	 $
>, ��
!������ �� ������
)��� 	������. P�����	-
����) ��������	��� 	 ���(����� �(��	�
�) �� ��������	��< 10000 �����-
��	. U���� U(-C, C) ��������� ��	�������� +!� �� ����	�
� (-C, C) � �!
�	�� 
������.  

$����� 2.2. ��������� ������������� ��� 4-! ��$����"�� �' 
 

U�
� F��
���	 	 
�
����-������� 
A���� �������� 

'�  !��	��) 
+!��	 

P�����	����) ��������	���, 
%, 

1 2 3 4  $
> 1 $
> 2 $
> 3 $
> 4 
5 5 5 5 ��� +!�� 95.51 93.89 94.77 95.51 
5 5 5 5 U(-320, 320) 47.12 25.42 68.51 39.00 
2 101 26 370 ��� +!�� 98.67 99.45 99. 67 99.67 
2 101 26 370 U(-320, 320) 94.84 90.97 98.51 94.16 

 
$����� 2.3. 4�����"���� ���"��� ������������� �� %���� 2������� 

 
U�
� F��
���	 	 �
����-

������� 
����� ��������	���, ��� 

1 2 3 4 $
> 1 $
> 2 $
> 3 $
> 4 
1 1 1 1 0.16 0.26 0.87 1.42 
5 5 5 5 0.24 0.53 4.36 5.21 

10 10 10 10 0.51 0.75 6.97 8.08 
20 20 20 20 0.57 1.11 22.58 24.34 
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30 30 30 30 1.00 1.51 27.77 30.27 
4 184 47 672 4.53 6.56 1698.91 1738.28 

 
��� �
��!�� � ���
( 2.2, 2.3 �!=���	!�� ����� ����� F��
���	 �� ������-

��� (��. ����� 	 ���
. 2.2 � ���� +!��	 U(-320, 320)), ������� ���� !��	
�-
�	����
)��� �������� (������	� ��������	���-	���� ��������	���) ��*� 
�� ��
)+�� !��	�� +!�� (������). ����� ��������	��� 	 ���
. 2.3 !����-
�� �!�������, 	�
<��<=��  	���� ������	��� F��
���	. 

4. :�(/��(/� ��@�&+�� ��;%�/+'%� ��&=%$(���(/> &%&+%>(/< �. 
'���(���� 	 ���� ��������	��� ������	 ������	� ��������	��� �(��	�-
���� �������� ����+��� ��
� ���	
)��� ��	���	 � ��=��! �����! ���-
���
)��� 	����� �� ���
)��=�� ������
�. ��� �������� 	 ���� ����� +��
� 
�.�. �����(�	�, 	�� ������(����� ����� !��!��<� 	 ������� �(��	�-
�� ������	� �
������	 ��������	��� �����! ���
)��=��� ������
�. 

$
������ ��������	��� �������� �@ �� ����	� ���������	�����  
����������� ������	, ������ ������	��� �������	���� �����������-
��	� �������	 ����*��<� ���*���	� ��+�<=� ���	
,  	����� � (�
�����-
������� �������� ���� 
 ���� ��+�<=��� ���	
� �
� ��*��� ����� 
��������	��� �������� �@ ��
*�� ��+��)�� ����
)��. 

@�������, ��� ��	������� ���
)��	��� 	 ����� ��+�<=�� ���	
� ���-
������� ����
�� �	
����� ��������	��� �������� ����
�� ��
���� !�M�� ��-
������ ������(, ���
<��<=���� 	 ��!��<=�� 	������.  

���������� 	���� �����
)���� �� ?����� ������ (�
������ 2.3) �����-
���	��� �������� �@ �l �� �����
)�� ������(����� ������� ����
�-
������ ��!=���	
��) �� �*��
�*����� ��
������ ������( (�
. 3) +-
���� �	������� ������ 3$# [141], �	
�<=����� ����	�� ����� ����� ���-
���*� ������ ��+���, 	��!=�� � ������� �	
����� ���!��*��� ����� Ex-
pertChoice.  

 
��;%�/+' 2.3. �)#%� ����+%-%=+/'��K(%;% ��;%�/+'� ��&=%$(���(/>  
	!��: ��������
 ������	� �s  � ����������� 	���	�� ��F��(��� cs, 

�

1
1s

s
c

�
�� ; ���*���	� �(��	����� �
������	 ��������	��� Rj, 1,j g� , � ���-

*� ������� 7s
j ��������
�� ������	� �s �
� �
������	 ��������	��� Rj. 

	�!��: 	����� ��������	 �
������	 ��������	��� � �1 2,  ,  ... ,  gV V V   
����� «��
!�+���» �
������ ��������	���. 

1: "���� ����(! ������ ���	���� (3?") 

� � 1
,  s s s s s

ij ij i jg g
a a 7 7

�

�
� �A  �� ��*��� � � F����	 (�� ��
! � ��������
�� 
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������	� �
������	 �s). >��!
)����� s-�� F���� �	
����� 	����� �����
��	��-
��� ������� ��$ (	���	�� ��F��(����	 �
)������	) (�
������	) – 

1 2( ,  ,  ... ,  )s s s
s gW w w w� . 

2: L����!�� 	��	����*��� 	������ � � � �� �,  s s s
ij ij ijw i w j�w  
���
)��� 

��$ !��	�� 1: � �
s

s i
ij s s

i j

ww i
w w

�
�

, � �
s
js

ij s s
i j

w
w j

w w
�

�
, 1, �,  1,s j g� � . 

3: L����!�� ����(! � � � �� �,  ij ij ijw w i w j� �W , ��� 	������ 

� � � �� �,  ij ijw i w j  ~ 
���
)��� �����
��	����� ��$ zi, zj !��	�� 2 �������
)�� 
	��� ��	��!����� ��� �������
)��� 	�*���� �������	, ���������� ����-

��� ������ �� ����!
��: � � � � � � � �
1 1

,  s s
ij s ij ij s ij

s s
w i c w i w j c w j

� �

� �
� �� � . 

4: L����!�� � �
1

g
i il

l
u w i

�
� � , 

1
,  1,

g
i i l

l
V u u i g

�
� �� . 

	�����: 	����� ��������	 � �1 2,  ,  ... ,  gV V V , ����� «��
!�+���» �
-

������, ��	���� 
1,

argmax i
i g

V
�
���� . 

5. ��/(>+/� /+%;%�%;% ��H�(/>. A� ����	� ����
�*������ �
������ 
�������	��� ��
!������ «�������» (	����*��,  ����	����	��) ��
���	 �� 
����� (����!) �
����, � �������! ����
������� ������ ��������	����� �����-
�� (��������) ����
� y(t) �� ����
)���! $
>, 	����*�� ����� ����	��� ��-
+��� �� �����
)�� $
>. � ������ �
!��� ��
) ������	 ���<� �
������ 
��������	���, ��
) �
)������	 – ��������	����� ��������. #

<�����	��� 
����� �������� �
������ 2.3. �
�*�� 	 �.3.3. 

� �
��!<=�� �����
� ��+��� ������ ��
!���� F	�
<(����� �������-
������ ����
 ����������� ������� �� ��� 	�������� ���
��( (	�����-
���! ���!) �� ����	� ����=����� F��
���	  ���(�� �������
)���� ���-
������ [13, 46, 85],�� ���*� �� ����	� �	����	 ����������  �	�������������� 
����. 

 
2.3. ���%(&+���:/> 0%�') &%&+%>(/< &+%*�&+/@�&�%;% %#A��+� (� 
%&(%�� '%,��/ G+��%(%� 
 
?� ��
���	�� ���
)��� �
�*��� �@ 	 �
! ����!����
)���� (��	��-

��*����) ����������	������ ��
���	��� ��� ���!��!�� ���
� �@ ��!=���	-

����� �� ����	� ������-
�� ����
�, �����	�*��<=��� �@,  ��������	��-
���� ��� ����������� 	�������� ���. $��
� ���� ����
�	 �� ����	� ����-
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(����� ������	 (L!�)�-���������	���, Wavelet-���
�*���  �.�.) �!=���-
	���� ��
�*������ ��
�������)< ��������� �����������  	����*��� 
��������
������)< (���������� /
 ������
)���). 

>��
��(� ���(��!�� ��������!�( ��������� �
� ��+��� +������ 
��!�� ����������
)��� �����, �	������� � �����������)< ��
!���� ����
�� 
�
�*��� ��
������ �@. A������, ��� 	 ��
������ ������ �����! � ���-
���� «�������(�» ���������� ����� «��������!�(�». 

�
��������� ����	�� ��������!�( �	
����� ������ ���������( ��-
��� �� �
������ (x, y) �!��(�� y=f(x) [59]. � ��	�������� ��
���	���� ���-
� 	����� ������ �
�*��� (��
������, �
��������
��	�����) ���(����	, 
��F���! ���	
����� �����������) ��������� �� F����������
)��� ������ 
���������� !��	���� yt+1=g(yt). 

?���������� �� ����� F�������� ����
 ��<� ��
)+�� ������ �
� 
�������( �������� ��
)���+��� ��	�����, �
� �(��� ����	������ ��-
��
)��� �������	
��� � �������� �!=���� ���(����,  �	
�<��� ����
��-
��� ����(����� ������	 ���
�� �@ (�������
)���, �	�������
�(�����, 
������(�����  �.�.) �
� �(��� ���!��!�� ����	�� ��������	, ��!���(-
����� �������  ������������ ����������	� ���������	.  

?� F��� ����(����� ����	��� ��� ����M��� ��������<  ���
<������ 
	 �������� ��F��(����	 ���������!<=� �!��(� fi �� ������ 	 �����-
������ ����	�� ����������	� {yi}, ��� �� �
�� ��
)�� 	���
��
)��� ����-
�� � ��	�������� ����	����
)����)<  ����!�� ��������� ���(�
)��� ��-
����!<=� �
������	, ������
��� ������	�� ������� ���������	 ���-
���(  � 	���	�� ��F��(����	. 

��� �	�����, �� �!=���	!�� ��=��� �����
��	������ ������� �
� «�	-
������������» �����!*��� ������ 	� 	�������� ����  ��� ����
��	��� 
(�������(). %�
 	�������� ���� �����*�� ������
)�!< �+��!, �� ��-
����� ���	�� +���� 	���
��� ������ �	
����� ��
�*	���.  

"�
�*	��� 	����� 	�
<���� ��������� ������ 
���
)���� !�������� 
������, �� ������� �������������� ���������� 	����� ����+�<� ��!� 
��!��. � ��=� ������� ��
�*	��� ���������: ����� ���
)��=��� ��������, 	 
������� ��*��� �
�� ���� ���������� ������� 
 	�	�+����� ������ k ��-
����� �
���	, ��� k - +��� «����» [33]; ����� ��������� ��
�*	��� ���-
����, ����	+� 	 «����»; ����� ��!������ ��
����	; ����� ��
�*	��� 
������� �����)+� �	������	, 	�	�+����� �������
)�� ���������; ���(�-
��
)���� F�������(�
)�� 	�	�+������ ��
�*	���; ����� ������� �!��( 
(��
 �	����� 	� �!��(���
)��� ��	�����).  

�
� ���
*��� �> 
������ �!��(�� �� �!=���	�	�� �	��� ����-
������ ��
������ ����������, ������ 	����
� ��������!<� �
� !�������� 
��
������� ��������� 
�������������, F�������(�
)���� 
 ��
-
����
)���� ���������	��� ������.  
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��*��� � ������	 ���� �	� !�
�	� ��������, , ����	����	����, 
���������  ��������	�. '��, � ����!=���	! ��������� ��
�*	��� ����-
���� ��
)+�� !�����	���) � 	������� (��<=��� 	�!�� ����) �� ���	��-
�< �� ���
)��=� ������, � � ���������! – ��
!���� ��
�� «�!������» ��-
	�� �� ���!���	 �	��� 	������	  ���!���	� 	����*���� ���
)��	��) 
	���	�� ��F��(����. >��� � �������
)�� ����
)+� ��
����	�� ���
<-
����  ������������ �����
�*���� ����� ���!� ���) ��
�*��� � ����-
=)< ��!������ ��
����	. 3����� 3A�  F�������(�
)��� ��
�*	��� 
������<� �� ��
)+� �+���� ������� �
� �
)���( �� +!��  �����-
����	��� ������ 	 �������
)�� �
���!< ��	!<. ��
�� �
�*���  ��
�� F�-
����	��� �	
����� ������ �
)���(, ����	����� �� ������ �����)+� 
�	������	. � �����
�� ���� F����������
)��� ������ ���������!<� ����-

�� ��
����� (�������, �	��������� 
 �!������� �!��(��). O���� 
������������� ����� "�	(�  ��
F� (Savizky-Golay smoothing [19]), 	 ������� 
�������� ������
����� ��
� F����������
)��� ����� k (+��� ����)  ����-
��� ��
����
)��� ������� ������
����� ��
�*����� ������� �
� ��*��� 
����  ���� �����	������ ��
)+� �� 	��� ��	��. 

>�������� ������ � ��
�*	��< (�
)���()  ��������!�( ������ 
���������	 	�������� ����	, ������������ � ��������� ������������ 
(�
�*���) �@. ?����� ���
�!���� �
������� ������	��� ����=����� 
F��
���	 �������� ������������ 	��������� ����, ��
�*	��� 	��������� 
���� �� � ����	�, ������	��� �������	 �������� ��� ����� �!��(�-
��
)��� ��	����� �� ����	� ��	��=��� ������	 ������ F�������
�(, 
���������� ����  ����=����� F��
���	 �������� ����.  

?!��) �� ��!��<=�� 	������ ��������� ���*���	� g-F��
���	 (�
����� 
2.1), !���������� �� ��
! ����!���� ���
��(�. 

L
)��!<=� (��
�*	�<=�) �
����� 2.4 ��� ��������� ��=���� 
�
������� �
� 2-� �������� (�
����	). @�=�� ����� ������	��� �
)��!<-
=� g-F��
���	 �
��!<=��. �
� ��	��� ������� �����
� ������������ ����� 
�������� (��., �������, �
����� 2.2). ��
�� 	���
������ ���	���� �� �
-
����) � g-F��
���� «�	����»  ����!��!<=��� �
����	 � !����� 	���	�� ��F�-
�(����	 g-F��
���	. %�
 ����	
����� ������ �������� �
*� � g-F��
��! 
«�	����» �
����, �� 	���
������ ���������	�� ������� �������	 F���� g-
F��
���. %�
 ����	
����� ������ �������� �
*� � g-F��
��! «�!*���» �
��-
��, �� �� ����	
����� ��	�� g-F��
���� � ������� 	����. ?� ������� ���-
(���� «���������» g-F��
��� � 	���	�� ��F��(�����, ���)+� ����-
��	���, !��
�<���.  

"�����) «�
����» ��������� �� ����	� 		�������� ��F��(���� ����-
���
)���� ������	� ��*�! ���
<������ �������� Yl

*  g-F��
���� 
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Gj=(aj1, …, ajg): � �
12*

1

g
lj j le je

e
w a a7

�

�

8 9� ��: ;< =
, ������� ������(���
)���� �������-

�< ��*�! ��������  g-F��
���� (��� 	 ������ �����(�
)��� �!��(�). 
 
��;%�/+' 2.4. �;��?/��(/� ���'�((%;% �>,�  
	!��: ���*���	� g-F��
���	 � �1 2, , ,G mU G G G� � , 

� �1, , , , 1,j j jg jG a a w j m� �� ,  ���*���	� ���
<������ �������	 

� �* * *
1, , ,  1,l l lgY a a l L� �� , 	 	�� ������� (g–1)-������� 	��������� ���� (��-

���� *
lga  – ������� 	����� ������� Yl

*), � ���*� – �������� �
)���( w0; 
	�!��: ���*���	� ��
�*	�<=� ������	�� g-F��
���	 
� �1 2, , ,G mU G G G ** * * *� � , � �1, , , ,  1, ,  j j jg jG a a w j m m m* * *� � +� . 

1: ?�
�*�) : ,  : ,  1, ,  :j j G GG G m m j m U U* * * *� � � � . 
2: ����
�) ��F��(���� �������
)���� ������	� ��*�! ���
<���-

��� �������� Yl
*  	��� g-F��
���� G*j �������� *i

� : 

� �
12*

1

g
lj j le je

e
w a a7

�

�

8 9� ��: ;< =
. 

3: A��� �
*��+� g-F��
��� «�	����» �
���� 
*1, , 

arg max
j i

lj
j m G

( 7
*� ��

� , 

� �1 2 2 1

*
/ /arg max ,  i i i ii F F�   �
����-����!����� 

*1, , 
arg max

j i

lj
j m G

> 7
*� ?�

� . P��
�� 

j iG* � � , ��
 1 i jg it a t� � + , ��� ����	�
 (ti–1, ti) ��������� � ��������� �i. 
4: ?����) ��+��� *

lY G(*� ,  ������� �������	 g-F��
��� G(*  ������-

���): 
*

: , : 1
1

j lj
j

a w a
a w w

w
( (

( ( (
(


 �
� � �

�
, ��
 7l(–7l>	6, 6 – �������� ������(.  

5: ?����) ��+��� *
lY G>*� ,  ������� �������	 g-F��
��� G>*  ������-

���): 
*

: , : 1
1

j lj
j

a w a
a w w

w
> >

> > >
>


 �
� � �

�
, ��
 7l(–7l><–6. 

6: ?����) ��+��� *: 1,  : , :m l m lm m G Y w w* ** * * * *� � � � , ��
 (|7l(–7l>|<6).  
7: ���
�) � GU *  ������� uG* : 0: \ ,  G G u lU U G w w* * * *� + . 
	�����: � �1 2, , ,G mU G G G ** * * *� � . 
#

<����(� ������ �
������ 2.4 ��	����� 	 ���(� �����
�. 
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2.3.1. ��+%, '%,��/�%��(/> &%&+%>(/< � (� %&(%�� %#%#F�(()* 
G+��%(%� / =���'�+�/$�:// '%,��/ ��+%��;��&&// 
 
� ������=�� 	���� �
� ����
��	���  ���������	��� ���!
���� ��-

������������� ������ 	 �
! �
�*���� (��	����*����) ���
������� ��-
��������( ������� ��
������ �� ���������� 	�������� ����	. @�����, 	 
��������������� ������� ��	����� �������) ���������	���, �� ������� 
������������ ����
) �	
��� 
 ���(����. 

?������������ ������ ���������!<� «��=!< �����!» ���	�� ���-
(����, ��<�, ��� ���	
�, ��
)+!< �������) ��������.  

$
����� ��������!�( ��������� 	��������� ����, �����*���
)�� ��-
����������� � ��������� ����������� �������, ����	�� �� ���������(��-
��� (��
�*	�<=�) �	����	�� g-F��
���	, �� ����	�������� ������� ��-
���� ������ F�������
�( [28]  �	�������������� ����
��, ��� ���	�
��� 
!����) ��������	� ���� ������	.  

"!�) ������ ������ F�������
�( ������ 	 ������
�� ���������	 �
� 
	��� ����
��-�����������	  	����� ����� � �� 	 ����
� ��������� ������ 
������	�. @�����, ��� �������� 	 [25], 	���� ����
�� ������� ����
 (	 
����
� F-������) � �����
)�� �������� � ������ �!��(���
)��� 	��� 
������������.  

 
��������� ��� 

 
��
����� LJ f� (x) 

� � � �
0

k

k

Y Z f k z�

"
�

�

��  

>��������� ����� 

1

1

( ) ( )

    ( , .. . , )

p

j
j

p

f k a f k j

a a

�

�

�
� �

� � �
�

� �

�

�
a

1

min
j

p

l j l j a Rl j

y a y
�

@ �
��

0 1
� �2 32 3

4 5
� �

$R-����
) 

1( ,..., )A A A
p

a a �
� � ��a  

$R-��F��(���� 

 
#�������(� ����
 

��������� �> (�������� �@)
�

���. 2.5. 1������������ �!�"� ������#������ "������ ��������� (' �� ����-
�� ���"�����$� ���"������ ���������! �!�" � AR-"������ #�����������! ������-

"����� (@4) �� �������$� ������, '(4 – ������� ������"�! ���%���� 
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� �������, �	
�<=��� ����	�� �
������ 2.5, !�����	
	����� ����	��-
��	� ��*�! �
����� �!��(���
)��� ��	�������, ������� ���������� ��-
	���<� ��F��(���� ���������� ���� (��. 2.5), �����!<=� (����� ��
����� 
���!����� ������� (@�J),  ��F��(����� �	�������������� ��	���-
�� (AR-����
), ����������� �� g-F��
���� 	��������� ����.  

'���� ������ ���		�
�� 	 ������� "��M����	� �.�. [147] �
� ����
��-
	���  ���������	��� F���������� ����	 ����� ��������  (�
��-
��� ���������, � ���*� 	 ������� $.A. '�����. A*� �
������� ������-
(� F���� ������� ��������� �� �������� ��	��������� !�������� ������ 
������� �� ��!����	�� �������, � ����	��������� ��!����	��� ��-
������	�� g-F��
���	,  ��� �������� �
� ��+��� ����� ��������	��� ��-
������ �@. 

��
�� ����� ����
��	��� �������� �@ �� ����	� ����=����� F��
�-
��	  ����������( ����
 �	���������  ����	����	!<=� �
����� �!-
��� ����	��) ������� (�
�������) ARADS, �����	��!�� �������� ������-
	��� �� �
�	 AutoRegression, Adaptive algorithm, Difference Scheme, �����
)�! 
����	����	!<=� ����� ����	�� �� ��	��=�� �	�������������� ����
��, 
���������� ����  ��������	��� ������	  �	
����� 	 ������=�� �
�*�� 
�����	��� ����
)< �� ���
<�����. 

?�	���� ������������ ������	��� �
�������� �*� �
������ 2.5 
��������!�( 	��������� ���� �� ����	� ������ ARADS. 

�%&+�(%��� $�,�@/. ?!��) L - 
������ ������	����� ����������	� 	��-
	����*��� ��
�	�� ���
���	���
)������. ?!��) ������ n ������� ���
<-
������� �> y=(y1,...,yn), �������	
�<=� ����� ����	�!< ����) ����-
����� ���������	����� �����	
�<=�� xk  ��
��� +!�� �k � �!
�	�� ��-
���������� �*�����  �������� A�

2: 
 yk=xk+�k, k	0,  (2.1) 

������
����, ��� xk=fk=f(k�), �>0, ��� f(t) – ��������� �!��(�, ����	�<=�� ��-
	����� ���
!������ �����	
�<=�� xk.  

?����	� �����! ���!��!���� �������( ���
!������ �����	
�<=�� 
xk �� ����	� ��������� ���*���	� , 1, ff n� � �  	����*��� �!��(���
)��� ��	-
�������, �����
�*�=� �
���! �!��(�, Z–���������	��� ������� ���) 
������-��(���
)��� �!��(�.  

��H�(/� $�,�@/. �
� ��+��� ����� �!��� ���
)��	��) ������, �	����-
��� � ����������(�� ����
�� �	���������, ����� 	������=� � ������ 
[25] ( ��
�� ���		����� 	 ������� [147, 157]), ��� ��
� 	�������� ������
�-
*��� � �!=���	�	�� �	�� ��*�! ��������, �(����� ��F��(����	 �	��-
�������  ����, ���������� �!��(���
)��� ��	������� ����
�!���-
�� ���� �����. @�=�� ����� 	������ ��+��� �������	
��� �� +����. 
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1. "������	
��� �!��(���
)��� ��	����� ( ), 1, ff t n� � �  �� ����	� Z–
���������	��� ��������!< ����!: 

�
1

,  ,  ( ) ( ),  0
p

k j k j k k
j

x a x k p x f t f k
�

� � � � �
� ��

�

� B 	 � � � � �� . (2.2)�

"������	
��� (2.2) 	����� 	����*�� �
� �
���� �!��(� f�(t) � ������-
��(���
)��� Z–���������	���� 
 ��	���=� � ���! ������
����� ����-
��� ���������� C�(f�(t)), �������, 
������(�� (��. �*� ���
. 2.4), ����-
	������� ��+�<=�� ����
��! �����( ��
� ��F��(����	 AR-����
�� 
������ ������	�� ����
�� (�!��(���
)��� ��	�������). �� 	����� �
!��� 
	���� 
!�+�� ����
 � ��������� ���*���	� ��	�� 	����*��, �� � ����
)-
��� ������� �������������� �������(. 

� ���!
)���� ��
!���� ����� 	������	 ���������� � �1( ) ,...,
p

p a a �
� � � ��a , 

��
����� maxp p�
�

� , � �1 1
( ) ,..., , ,..., pp p
p a a a a� �

� � � � �
�

�a , 0, 1,ja j p p� �� B � � . J����-

�� ( )p�a  �	
�<��� (������ ��
����� D� ���!����� ������� ��F��(��-
��	 (@�J) �-� ����
, ������ ������� ��	�� �� ������� 	����� ����
. 

2. ���	���� nf ������
�*��� �������
)�� 	�� �!��(���
)��� ��	-
����� ���
!������ �����	
�<=�� xk=fk 	 ����
 (2.1) �� ���
<������! ���! 
(��������!). �
� ���	��� nf ������ �!��� �����) nf AR-����
��. �
� F���� 
	������ ��
� ����� m, ��	��=�� �� �������� ������	�� ������� �������-
��(  ������� ���������� �����, ��
!������ 	 �. 1. #�	����� ���������(� � 
��� [33], ��� ����
���� ���!
)���� �� ������� 	 �	�������������� ����
�� 
���� 	������ ������� 	 3–4 ���� ��
)+�� ������� �	���������. A������, 
�
� ����������( F�������(�
)��� ����
 (yk�aDyk-1, p=1) ���������� 3-4-� 
���
<����. ?!��) maxm n�

�
� , ��� n� - ��
� �����, ����!���� �
� ��������� 

�-� ����
, n� > 3p�, !��������� �� ��!��<=�� 	������. 
3. @�!=���	
��� ��������� nf AR-����
�� �� 	�������� �������� ��-

�
<���� {y* j}, y* j�(y1,...,yn) (y* j�( z1,…, zn), zk=C�(y*k))):  

 � �
� �

1
1,..., 1

,..., arg min ,  1,
i
j

p
A A i

l j l j fp a R l m j
a a y a y n

�

�
� � @ ��

� � �

0 1
* *� � �2 32 3

4 5
� � , (2.3) 


 � �
� �

1
1,..., 1

,..., arg min ,  1,
i
j

p
A A i

l j l j fp a R l n j
a a z a z n

�

�
� � � �@ ��

� � �

0 1
� � �2 32 3

4 5
� � . 

��� @ - ��������� ��������� 	�������<=�� �� (0, ") �!��(�, @(0)=0, @**(x)<0 
�
� 
<���� x>0, � �2sup

x R
x x@

��

* + " . 
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4. @�����
��� �� �!��(���
)��� ��	����� 
0

f�  	 ����
� �
���� 

	������	 ( )A p�a   ( )p�a  �� �������� ����� 0 1,
arg min

f

A

n

� �

�
�

�
� �a a , �������:  

� � � � � � �2

0 1, 1 1
argmin , ( )

f

p p
A A A

j jn j
r , r , i a a� � � � � �

� �

�
� � �

� � �� �a a a a . (2.4) 

?�����*� 	�+���������� 	 	�� !�	��*���� 1-3, ��������
)��	� ����-
��� ��	����� 	 ��
�*�� 2. 


+���?,�(/� 2.1. ?!��) 	���
���� !�
�	�: 
1) F
������ ���
���	���
)���� ���
<���� y=( y 0 , y 1,...) ������<��� 

�����!: yk=xk+�k, ��� �k - ��
�� +!� � �!
�	�� ������������ �*�����  
�������� A�

2; xk – ������� ��������� ��	������� ��������	����� �!��(: 
xk=f(k�;(1, (2,..., (m), (=((1, (2,..., (m) – 	����� ���������	, x={xk}, k	0; 

2) �!��(� xk=f(k�) �����
�*� �
���! �!��(�, Z–���������	��� ��-
����� �������	�� 	 	�� ������-��(���
)��� �!��(: 

� � � � � � � � � �
0 0 0

, , , .
p qj j j

j j j
j j j

X z x z P z Q z R z p z Q z q z p q
* *" � � �

� � �
* *� � � � � +"� � � (2.5) 

'���� ���
���	���
)���� x ���������� ����	����	!�� ���������� ����� 

1
,  

p

n j n j
j

x a x n p�
�

� B 	� , � ���
���	���
)����) y �������	
��� ����� ���(��� �	-

��������� ~ ���
)��=��� �������� ARMA(p, p).�
����� «
!�+��» ����
 � 
<���� ��������� ���*���	� ����
�� 	����-

*�� �� ����	�� !�	��*���� 2.2. 

+���?,�(/� 2.2. ?!��) ���� ���
���	���
)����) �!��(� {f(k)} 

(k= 1, 2, …),  �������� ����	�
)��� ���*���	� F={fj(k)}, j�J (J - ��������� 
���*���	� ������	) �������	���, ����������� ���! �!��(� ����� ����-
������. '���� ���*���	� F !���������� �� ����+��< ������� 	 ����
� �
-
���� �� ����� � �������� �!��( f. 

#�	�����15, ��� ���(��!�� 	���
��� ��F��(����	 �	��������� �� 
����	� 3A�  ������ �����)+� ���!
�� ��!�����	� � 	�������. 


+���?,�(/� 2.3. @(��� � �1 ,...,A A
p

a a �
� �  $R-����
��, ��
!������ �� ���-

�!
� (2.3) � ��������� 	�������<=�� �� (0, ") �!��(�� �����) @, ��
���<=�� 
�	����	��: @(0)=0, @**(x)<0 �
� 
<���� x>0, �	
�<��� !�����	�� � ��
)+� 
�+����. 

��/'�� 2.2. ?!��) ��
��!���� ��	�����) � �expx A t(� , ����	����-
	!<=�� ���
���	���
)����) � � � �exp expk kx A t A k( (� � � , k – ����� �������. 
������������������������������������������������������������
15 ��
�� 3.�., "����	� �.#., '<�� Q.A. J����	�� ����������� ���
� 
������ ����
��. - 3.: 
L#J3$'D#', 1997. - 288 �. 
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?������� � ���
���	���
)���� �������	 � �expkx A k(� �  Z-���������	���, 
��
!�� 	 ��
��� �����*���: 

� � � � � �� � � �� � � �� � 11 1

0 0
exp exp ln 1 exp ln 1 exp ,k

k k
X Z A k z A k z A z A z( ( ( (

" " ��� �

� �

� � � �� � � �� � � �� �  

 � � � �� �11 expX Z z A( �� � � .  (2.6) 
�
� ���
������ !��	���� 	���
���� �������� Z-���������	���, 	 ��-


��� �����
�	 ��
!�� ��������!< ����!: � � � �1expk kx x A k( 6�� � � , ��� 
6(k) – ��	�
 ���������, ���!�� �
��!�� � � 1exp ,  2k kx x k( �� � 	 , �.�. 6(k)=0, 
k 	2. @�!=���		 �����! ���������� lnk kz x� , ��
!�� !��	���� 

1 22k k kz z z� �� �  � (������ @�J 	 2-������ ����������	� � � � �1 2, 2, 1a a � � . 
$��
�����, �
� ��	����� 2y A Bt Ct� � �  ��
!�� ��������!< ����! 

	 	��: 1 2 33 3k k k kx x x x� � �� � � . #���
)�!� �����! ���������� 1k k kz x x �� � , ��-

!���� ���������� !��	���� 	�� 1 2 1 1 2 22k k k k kz z z a z a z� � � �� � � � , �.�. (���� 
@�J 	 2-������ ������� ����������	� � � � �1 2, 2, 1a a � � . � ������ �
!��� ���-
������� ����� �������	
��� ����� ���(��� �	��������� ������� 2 � �!
�	�� 
+!��� (���!���	� �+��� �������). 

?�	���� ����� 	 ��
)�! ������� � ���, ��� �� �!��(, ����
�!<-
=�� 	�������� ��� (2.1), ������
��� �������  ������� ������� ��F��(��-
��	 �	��������� [25, 147]. 

��/'�� 2.3. ?!��) 	 (2.1) ����
��	��� ������ xk ����	����� �� ����	� 
2-� ����
�� �!��(���
)��� ��	�������:  

 fk
1�aD�����(Dtk��aE�����(Etk�, fk

2������(F tk��aFtk�aG� (2.7) 
� ����	����	!<=� �	����������� 2-�� �������: 

yk
1 � 7D

1 y1
k-1 - 7E

1 y1
k-2 � �kH yk

2 � 7D
2 y2

k-1 - 7E
2 y2

k-2 � �kH  
��� ��F��(���� 7D

1������(D��������(E��, 7E
1�������(D�(E��� - �
� ����
 f 

1H 
 7D

2=2�����(3�), 7E
2=�����2(3�)IE - �
� ����
 f 

2. 
$��
� ��F��(����	 �	��������� ������	���, ��� �� ������ F���� 

�������( �� (D>0, (2>0 � !�
�	�� �������� 	��������� ���� (����-
�����) � ���	�� ����
 �!��� ������ ����	����	: 2

1 2 10 2,  0 0.25 ,7 7 7+ + + +  
�� 	����� ����
: 2

1 2 10 2,  0.257 7 7+ + � . 
>��
��(� 3A� ��	��� � !��	���< �
� �(���� 1 2

ˆ ˆ, 7 7  ���������	 7D,72: 

 � � � �
1 2

2
1 2 1 1 2 2,
ˆ ˆ,  arg min k k k

k
y y y

7 7
7 7 7 7� �� � �� , (2.8) 

��
�� � «�����
)���» ������ �
���������� 
������ !��	���� 2-�� �����-
��, ��+��� ������� ������
�<� ��������� ����
�� (2.7): 
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1/22
1 1 1

1,2 2 3

ˆ ˆ ˆ1 1ˆˆ ˆln ;  ln
2 4 2
7 7 7( 7 (

0 10 1
2 3� � � J � �2 32 3� �4 54 5

. 

��
�� ��������� �(��� 1,2 3ˆ ˆ, ( (  ���
)�!<� �
� ����*���� �(���� �������-
��	 aD, a2 (
 a3, a4), 	����=� 	 ��� ����
 (������	
�� � 	 ����	����	!<-
=!< «�����
)�!<» �����!). 

��/'�� 2.4. ?�	���� ����� ����	����	� [157] ��������� �!��(�-
��
)��� ��	�������  ����
�� ���������� ���� (���
. 2.4). 

 
$����� 2.4. 
��"��� ������������ ��2##�������� ���������! �!�" �����"  
 

� 3���
) ������ 
J����� ��-
�������� 
zk=C�(yk) 

>��������� 
����� 

R���� @�J 	 ���-
�������	� ��F��-

(����	 
1 k ky A Bt� �  - 1 22k k ky y y� �� �  (ay1, ay2)=(2,-1) 
2 2

k k ky A Bt Ct� � � , 
1 2 33 3k k k ky y y y� � �� � �  1k k kz y y �� �  1 22k k kz z z� �� �  (az1, az2)=(2,-1) 

(ay1,ay2,ay3)=(3,-3,1) 
3 1

k ky A Bt�� �  k k kz y t�  1 22k k kz z z� �� �  (ay1, ay2)=(2, -1) 

4 � �expk ky A Bt�  lnk kz y�  1 22k k kz z z� �� �  (ay1, ay2)=(2, -1) 

1�""������� � ���
(� 2.4. ?������ � ��	�� ����������� (������ ����-
������) �	���� � �����(�� ��
� $R-��F��(����	, ������
�<=� ���-
��� ����������	�, 	 ������� �������� ��
���) ���!����� �������, ����-
�(�!<=�� ����
) ������. � �
!��� ��!=���	
��� ������ ���������� 
zk=C�(yk) �� ��
!��� ���������� ����� ��������� �	�������������� ����-

 ��
*�� ����	���)�� �� �� ���
<����� yk, � �� ��	��! 	��������! ���! 
zk=C�(yk). 

��;%�/+' 2.5. ���%(&+���:/> &%&+%>(/< � (� %&(%�� g-G+��%(%� / 
'�+%,� ARADS 

	!��: ���*���	� g-F��
���	 � �1 2, , ,G mU G G G� � , � ���������� j-�� g-
F��
���: (yj, tj*), yj=Y(tj*), 1,j m� ,  �� wj; ���
(� ����	����	� 	��	 �!��(�-
��
)��� ��	�������  @�J ��F��(����	 1 ,..., ,  1, fp

a a n�
� � � �  ���������� 

���� (���
. 2.4); � - �������) ������� ���������	 �!��(���
)��� ����
.  
	�!��: ������ �������� �@: @�J ��F��(����	 ���������� ����� 
� �1 ,...,i i

i pD a a� �� , ������������ � i-� ���������; ������ ����� �@ , 1,
i

f i I� � . 
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1: ����
��� �� ����	�
� �
��
)����)< 0i, ������������ �������< �i, 
Ki ��	������� �����
�*����� ����� (Ki >2): 0 1,..., ,...,

ii i il i i i it t t t lh t tK �** ** **� � � � , ��� 
0i=ti+1-ti, hi= 0i/Ki. 

2: "������	
��� ��*��� l-� ����� ilt**  (l�{1,…,Ki}) !���������� ga-F��
��, 
������� ������� �������� ��	��: � �1

l l e
e V

y y t,�

�

* *� � , ��� Vl – ���*���	� g-

F��
���	, !
�*	+��� 	 ����	�
 � �, 1,  il i lt t �** ** , ,l=|Vl| – ��=����) ���*���	� Vl 
(��
� g-F��
���	 	 l-� ����	�
�); ��
 1,j mB �  � �, 1,  j il i lt t t �* ** **L , (	 ����	�
 
(t*l, t*l+1) �� ����
� � ������ g-F��
���), �� 	 ������	� �������  ���(��� l-�� 
ga-F��
��� ��
����� ������� �������  ���(��� ������!=��� g-F��
���.  

3: ?�
����� ������� ga-F��
���	 { 1,..., i
y yK* * } (
 z*1,…, z*ki, z*k=C�(yk)) 	 

������	� ������� ������ �
� ��������� ����
 AR(p�) �
� �������� �
����	 
����
�� �!��(���
)��� ��	������� , 1, ff n� � �  (nf – ��=����) �
����) �� 
�������� 	��������� ����, �������� �������� ��������� � �i:  

 � �
� �

1
1,..., 1

( ),..., ( ) arg min ,  1,
i
j

i

p
A A i

l j l jp a R l j
a i a i y a y i I

�

�
� �

K

@ �
� � �

0 1
* *� � �2 32 3

4 5
� � , (2.9) 

��� @ - ��������� ��������� 	�������<=�� �� (0, ") �!��(�, @(0)=0, @**(x)<0 
�
� 
<���� x>0, � �2sup

x R
x x@

��

* + " . 

4: @�����
��� ������ i-�� �������� ��� @�J � �1 ,..., ,  1,i i
i pD a a i I� �� �  

��F��(����	 ���������� �����, ��	���<=�� ����
�� �
���� ����
 f� : 

 � � � � � �2

1, 1 1
argmin ( ) , ( ) , max

f

p p
A A A

i j jn j j
r , i r , i a a p p� � � � � � �

� �
�

�
� �

� � � �� �a a a a , (2.10) 

 !��	���� ��	�� �������� �@ (������ �����) , 1,
i

f i I� � .  
5: @�!=���	
��� �������! ���������	 	�������� ����
, ��+�� !�
�	-

�!< �����! �
���������� ����	����	: � � � � � �, ,  1,...,
i if t y t t� � K� + �b , ��� 

b – 	����� ���������	 ����
. 
	����� � �1 ,..., ,  ,  1,i i

ii pD a a f i I� �
�� � . 

4�"�%����. 
1. #�
�*����� F	�������� �
����� 2.5 �����!�� ������ ����� 

�������� �@, �� ��	��=� �� ������� ���������	 ��	��, �� ���), �� �!�, 
���
�!�� ��������������� ������. @�����, �
� ��
���� ���!*������ ����-

  !	�������� 	 ������� � ����������! 	��������! ���! (	������), ��-
������� ���	����� ����
���
)��� ��
���	���, �	������� � ���	����� �� 
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��
)�� �������� ��
!������ ��F��(����	 ���������� ���� ��� �������	 
�������� �@, ��  	������ �������
��	������ �
!������ �������	 

( ) ( , ), ( )
i iy t f t y t�� ��b �

2. ��� �	����� [25, 28], 	 �
!��� ������������ �������� �����
)�� 
������������ ����
�� 		�! ������ ����� � �!��(���
)��� ��	����� 
	���� ��
!�+�� �����	����� 	��)�� ����!����
)��� , ��� ���	
�, �����-
+����� ��
)�� F��������. >��������� ����� 	�+���	�������� �
������ 2.5 
���	�
��� F�� ��!=���	�) 	 �
! ������������ F�		�
������� ���������� 
�����  ���(����	 �	��������� ~ ���
)��=��� �������� ������� ARMA(p, p) 
(!�	��*���� 2.1, 2.2).  

3. A� ����	� ARADS 	����*�� �������(� �	�� ��*�! �	!�� ������-
��
��. A������, ��� � �!=���	����� ���������� �������	�� ����� (1.1)  
(1.2) �������� ���(��
)��� ������������) ���� ��������. �
� ����-
���( �
�*���� ����������� ������� ��������� �� ���
<������ ���-
��� 	�������	
	��) �� 	������ ����������� ��������� (	 ��������, ����-
�) ���
<����
) 	 �
�*��� ��������� ������� �
� «�������» ����������). 

?!��) ��
!��� ��������� ����� ��!��<=�� 	����� � �	������ ����-
����� �������� ���
<������ Y  �����
<������ X ���������� (x j ,y j ) ,  

1,j n� , ���������!<=� ���
��!���� ��������� X  Y ���������� ������� 	 
������� 	����� t=j�. J����� �!��� ���
<���)�� 	 ����*��� ��	����� 
X=C(Y).  

C����� �������( �	�� ��*�! �	!�� ��������
�� �� ����	� 
ARADS (�
������ 2.5, 2.6) ���
<������ 	 �
��!<=��.  

�
� ��*���� � �> X  Y �������� (�����(�!<���) ��������� ��-
��
 �� �
�����! 2.5: x=g(t), y=f(t), 	 ���!
)���� ��
!���� ����������!< ��-
��
) ��*�! ���
<������ (����	����) Y  �����
<������ (�������<=��) X 
����������: x = g ( f -1(t)), ��� f -1(
) - �!��(�, �������� � f(
). A� ������
)��� 
	������ ���	������� ��������) ��
!������ �� ��!��<=�� 	������ ��	���-
��. 

��/'�� 2.5. ?�	���� ������ �!��(� �����) � !�������� �	����	�� 
 !�����	�� � ��
)+� 	�������: 

� � � � � � � � � � � � �1 , , 1 expx x x x arctg x x x@ @ @� � � � � � .� (2.11)�

?������ �!��(� �����) � ������������� �!	��	��
)����)< � ��
)-
+� 	������� �	
�<��� �
��!<=�: 

� � � � � � �, 0,  ln 1x x x x7@ 7 @� � � � .�

A� ����	� ������ ����
��	��� �������� � ��������� 	�+��
�-
*������ ������� ����������( ����
 �	��������� 	����*�� ��+��� 
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	�*��� ���
����� �����, �	������� � ��	�+���� ����*���� ��������	��� 
�������� �@  ������	� (���	��� �������(��	���, ����������� �
� ��-
������� ���
<����
� �� !���	
�� ���������� �	����
�� ($�), �
. 7, 9. 

#�������(� ����������	����� ��	����� (����� ��������) ��!=�-
��	
����� �� �
�����! 2.6. 

 
��;%�/+' 2.6. �,�(+/0/��:/> &%&+%>(/< � =% =�/$(��� 0%�') 
	!��: ���*���	� ���
<������ ������� (k-����): (yj, tj), yj=Y(tj), 1,j k� , 

��� �yj – !���������� ������� �
!��� k: 
1

1 j

j

t

j e
e t k

y y
k � � �

� � ; ���*���	� �����-

��	 �������� �@: @�J 	 	�� ��F��(����	 ���������� ����� 
� �1 ,...,i i

i pD a a� �� , ������������ � �i-� �!��(���
)��� ��	�����)<, �����-
��	
����� �������< �i; !��	���� ��	�� �������� �@ (�������	 �����) 

,  1,
i

f i I� � . 
	�!��: ����� (�����) i0 �������� �@, �������! �����
�*� ���
<���-

��� k-����.  
1: "���� nf AR-����
�� (�
� ��*��� ��	�� ,  1, ff n� � � ) �� 	������ 

� �,j jt y , ������
��� ��F��(���� AR-����
�� � �1 ,..., ,  1,A A
fp

a a n�
� � � � : 

� �
� �

1
1,..., 1

,..., arg min
A
j

p
A A A

l j l jp a R l k j
a a y a y

�

� �

� � �@ �
� � �

0 1
� �2 32 3

4 5
� � ,  

��� @ 	�+�������
����� �!��(� (!�	��*���� 2.3) 
2: A����� ��������� � �,i Ar � �a a  ��*�! 	������� � �1 ,...,i i

pa a� � , 

� �1 ,...,A A
p

a a �
� � : � � � �

max( , ) 2

1
,i i

p p
A A

j j
j

r a a
�

� �� �

�

� ��a a  	 p-������ ������� ����������	�, 

���������� �������� �
!*�� ��F��(���� ���������� �����. 
3: ?������ ��+��� 	 ��
)�! i0-�� ��������: � �0 argmin ,i A

i
i r � �� a a . 

	����� ������� i0. 

 
2.4. ��/'�(�(/� ��;�#��/@�&�%;% =%,*%,� � �(��/$� $�H�'��(()* 
���'�(()* �>,%� 
 
� ������ [139] �
�*�� �
���������� ������ � ������ ��������� ��!-

������ �
������	 	���
��� ������	. � ��� ����	� 
�*� ��� ������� ����� 
	��������� ���� ������� (!�
�	��).  
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$����� – F�� ��������� ���	
�, �������! ��
*�� !��	
��	����) ���� 

 ��
�� ����� ����. %�
 ����� ����� {yi} !��	
��	����� ������ �, �� �!��� 
��	���), ��� ������ A 	���
������ �
� F�� �����. ?���� ������ [44]: 
«������ �������� �� (k-j) ������; ����� xi �	
����� ������ ���!�� �
� ����-
	�
� [xj, xk ], ��
 xi < xl , B l�[j, k] ». 

$��
� ������� ����� 	 F��� �����	
�� [44, 60, 139]  ��
���	��� 
����	����	!<=� �
������	 ������
, ��� �� ������ ������ �!=���	!<� �	� 
����+����� ����
���, ������	�<=� ����������� �������� �
�������-
����� �������: 	�-���	��, ������ ����� �����<��� 
�� 	�!��!< �� ����	� 
�������� ������ (��� �
� �
���� �> ������
���), 
�� �� ����	� �����-
������� �
������ � �������� 	������� � ������	�� !�
�	��  ��������; 
	�-	�����, ���!���	� ��=� ���������(� �
� ������� ������������ �>. 
A� ���� ����
)��� ������	16 ��������, ��� ��
� 	���� ������������ ������	 
� ������ ��������
� -, ��	���! ����+��< ������
)��� ���
�!�� +!�� � 
������
)��� ���
�!�� ����
�, ���������� ��*����� (� 96.1% �� -=0.025 
�� 66.8%  �*� �� -=0.25). 

� ������ �����
� ����
������� ����� � �������< �
������������ ���-
���� �� �
!��� ��+!�
����� �> � �	����������� ��������� �>  ������� 
��+��� � ����� (������) �������� �@ �� ���! ���
<����. ������ �����-
��	�! ����� �
� �
�*��� ������. 

�%&+�(%��� $�,�@/ ��&=%$(���(/> %#��$%� (� ���'�(()* �>,�*. >��-
������ 	�������� ��� {yi}, �����	�*��<=� �!��(����	��� ���������� 
�@  �����*�=� ����������� ��������� (��
���) �����
)�� 	��	 (����)  
��
��, �������� �@, 
 ����-������	). �!��� ������
����), ��� �� ��	��!�-
���� �������	��� ������ �������� �@ (����-������) �������	
�<� ����� 
���
���	���
)���� ������  ��
�� F
���������� ������	 (� ��������� ����-
�� Uts), ������� ��
��<��� ��*�! ����� ���� �� �� �����! F
����������! ��-
���!.  

P
���������� ����� ������
� ��� ��������� ���*���	� «�
���» ���-
������ 	 ����	�� ����������	� �@, !�����	�� �����(�	 ��	����� (� ���� 
����� ���
<����
�), ���������!���� ������� 	 ������� !�
�	��.  

����� Uts �����	
�� � F��
����� 
 ���
)�� ���
<��	+��� 	 ���+
�� 
����	, �����*�=� ������, � !������� ���	 ������	  � ����(. 

J����� ��������	��� ������	 ���
<������, 	�-���	��, 	 	���
�� ����-
�����	, �����*�=� (���*����� +!���  ��
�������)< �@) ������; 	�-
	�����, 	 ������
�� ���	 	�����<=� ������	; 	-����)�, 	 �������-
( ������
���	���
)������ F
���������� ������	, �
��� � F��
�����, ��-
����
�<=� ����! �������� �@ (����-������). 
������������������������������������������������������������
16 ��	�
���� �."., �������� �.$., ���� %.$. #��
���	��� ��������� �
������������ ������� � 
���
�! 	�������� ����	 // '���� ��������( 3"@-2005. 



�
�

��+%, ��H�(/> $�,�@/. 3���� (�
��!� [44, 60, 139]) 	�
<���� 	 ���� +�-
�: 1) ��������� ������ �����; 2) !�����	
��� ����	����	� ��*�! ��*��� 
	���
����� (������� �����������, 
 �������	) ��������� �@ (����-
�������)  «F��
�����» ���
���	���
)����)< �����; 3) �	����������� ���-
����� ���
<������� �> 	�������� ������� �����; 4) ��������	���, 
 ��-
�� ������
���	���
)������, �
��� � F��
�����. ?��	�� �	� +��� �����	
�-
<� F��� ��!����, �
��!<=� �	� - F��� ��������	���.  

R�
)< F���� ��!���� �	
����� ��������� ������ �����, «����+�» 
����	�<=� �������	
����� ������, � �����, ������ ����� ��
*�� ��
�-
���), � ����� �������, �	����	�� ����=��� �
� �������� ��+!�
�����  �-
��*����� ������	 	� 	�������� ���
���	���
)����; � ��!��� �������, ��-
�����!<=� �	����	�� �
� ���
���� ������	 ��*�! �����. 

R�
)< F���� ��������	��� �	
����� ��������� ���
���	���
)���� ��-
���, ������� !��	
��	���<� ���� ���������	 ���
��!����� ���� (������-
�� �@).  

��/'�� 2.6. ?�	���� ����� ������ �����, !��	
��	���<=�� �	����-
	�� ��
����  ������������ [44].  

@�������: 1 2 1 2, , , , i k i jx x x x t i k t i j t l� �� � � � � � � . ?!��) �!��(� f(t) ��-
���� ����!<, ������<=!< ���� 1 2,  i k i jx x x x� �� � : 

2 1 2 1 1 2

2 1 2 1

( ) ( )i j i k
i j i k

x xx x t x t x k j i jf t t l x x f l
t t t t k j k j k j

� �
� �

�� � � �
� � � � � �

� � � � �
.  

?�������� m  M > m, m k j M� � � ������
�<� ����
)���  ����-
��
)��� ������ !������ ����, ������� ��*�� ���) �������� ����� �������. 
'���� ���� xi ����������� ������� �, ��
 	 F��� ����� 	���
������ !�
�	� 
������. "����� �����, ��
���<=�� !�������� ������	��, ���� �
��!<-
=�� ������: 

� �1 1 1: 1, , : , ( )l l l lA l k j l N x x x f l x 6� �B � � � + + � �  (	��������� �!��(, 	��-
������� ���	�� ����	�����); 

� �2 1 1: 1, , : ,  ( )l l l lA l k j l N x x x f l x 6� �B � � � + + � + �  (	��������� 
�!��(, !��	��� ���	�� ����	�����); 

� �3 1 1: 1, , : ,  ( )l l l lA l k j l N x x x f l x 6� �B � � � � � � + �  (!��	��� �!��-
(, !��	��� ���	�� ����	�����);  

� �4 1 1: 1, , : ,  ( )l l l lA l k j l N x x x f l x 6� �B � � � � � � �  (!��	��� �!��(, 
	��������� ���	�� ����	�����); 

� � � �5 1 1: 1, , : ,  1,l l lA l k j l N x x x l k j� �B � � � + + M � � , �
� ������� ���� 
����� ��	���
���� ����� �1  �2 (	��������� �!��(, 	����� ����	����� 
������ ����); 
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�
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� � � �6 1 1: 1, , : ,  1,l l lA l k j l N x x x l k j� �B � � � � � M � � , �
� ������� ���� 
����� ��	���
���� ����� �3  �4 (!��	��� �!��(, 	����� ����	����� 
������ ����); 

�0: �� 	���
���� ����� �1,…, �6. J������ ��������� 6 ������
��� ��-
�!���!< �����+����) ��	���
���� �����.  

J����� �
��!<=�� ���	
� ������� �> 	 �������	�� (2.1), ��� ���
!-
������ �����	
�<=�� ����	��� �������������� ��	����� ����
�!����� �-
���������� ���(����, �������	
����� ����� �������� �@. 

$����� 
0

A�  �������� �� (k**-k*) ������; ����� xl B l�[k*, k**] �	
����� ���-
��� � ������ 

0
f�  �
� ����	�
� [xk*, xk**], ��
 ���� ����� (2.4), ��� 

[ , ]A A k k� � * **a = a  - 	����� AR-��F��(����	, 	�������	
����� �� ����	�
! 
[k*, k**], �a  - ��F��(���� ���������� �����, ����	����	!<=�� �!��( f�. 

$
����� 2.7 ������� �> �� ����	� ������ ������ �����  ��+��� �� 
��� ���� ����� ��������	��� �������� �@ ��	���� ������
)�� ��� ��+�-
�� ����
)��� ��������.  

��;%�/+' 2.7. ��$'�+�� ���'�(()* �>,%� / ��&=%$(���(/� &%&+%>(/< 

	!��: >��: 1,..., Ny y  (����� ����	 � �1,..., , 1,j j jNy y j J� �y  	 ������ ���	-
����  �
������(); ������������ ����(� ������	 �������� �@, ����-
����� �
������: 	�
��� ���
)��=��� ���� (k 	 k0)  ��	�� k-���� (����) �
� 
�������� �
�*���, ��	���! k); F��
����� ����������� ������
���	���
)��-
��, �������	
����� ������ ��������� �@.  

	�!��: ����������� �>: � � � �
1
,..., , 1,...,

Nf j j j fl f f f n� � . 
1: >������� ���� �� ��������. "������	� ���
�����! ������< ���
)-

��=��� k-���� ���� jf  �!��( � ��������� �
��	�� F �� �
�����! 2.5. 

	�����: � � � �
1
,..., , 1,...,

N kf j j j fl f f f n
�

� � . 
2: ����
��� ���� ������	� ��*�! �> ,j ky y . ?����	� �> jy  	 ����-

	����	�: �) ��� � �, 1j jt jtd d� � �� �d , ��
 ������< jty  ���	���� ����� f�  

0jtd� �  ���� � �1,t N� ; �) ����� ����	�
�	 j
�
�N , ������=� � ���
���	���
)-

�� �!=� ����� f�, ��� � - ������ 	��*���� ������
���	���
)������ � ����� 
f� '���� ���! ������	� jkr  ��*�! �> ,j ky y  ��*�� ������
�) ��� ��
� «��-

��*�» ����	�
�	 � ���������� ������� 6 [60]: 
1

fn

jk jkr r�
� �

�� , ���  

� �
� �

� � � �
,

, ,jk jk j k j k jkr M M M� � � � � � �
�O �O � O � O �O

� O

� 6 �� � N PN � 	 N !N�  - 
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�
�

������� ������ M�O , X  - ��=����) ���*���	� X.  
3: �
������(� ����	. ?����	� ����(� ���*���� 

0

0

1,
,

0,
jk

jk jk
jk

r r
S s s

r r
	�

� � � +�
 	 ����	����	� ��
���	����� ����, ���
� �������� 

���	�
� 	���
�) «����*�» ������� [151], ����	����� 	�������� ����-
�. 

4: >������� ���� �� ��������� �@ ����	����� �� ����	� ����� ��-
�����	 	��*���� ����
�� «�
���» �������� F��
����� �������	 � ���
)-
��	���� 		������� 	�+� ���� ������	�.  

	�����:������������ �> (����), �
���� �>, ����� �������� �@ �� ��-
�
<��� ��������� �>. 

� ���
. 2.5 ��	����� ���!
)���� ������ 2-� ��	������� �
������	 �� 
���
���� !��	��� +!��. � ���
����� ���
�(� !������ ����� «/» ������ �
� 
���������	����� ������� �� �
�����! � [44]  �� ����	� ARADS, ����-
	����	����. 

 
$����� 2.5. C������������� 2-! ��$����"�� ��� �����! �����! )"/��$��� 

 

- (+!�/ 
����
) 

 

��
� 	����� ��������-
	��� �� �������-
��	����� ��������, % 

��
� 	����� �����-
���	��� �� ����	� 

ARADS, % 

3�����
)��� 
������� ��
 

�*��� �����-

���	���,% 
0.0 99.9 100 6.1/0 

0.025 96.1 99.1 7.0/0.09 
0.05 87.8 98.2 7.3/1.1 
0.1 79.1 97.9 7.2/2.1 
0.15 75.5 97.4 6.4/2.9 
0.2 71.2 96.3 7.1/3.9 
0.25 55.5 96.1 7.4/4.6 
0.3 45.5 94.9 8.8/5.4 
0.35 41.2 94.2 9.1/5.5 

 
@�
���
)��� ����������)< ������, ���
��	������ �
������� 2.7, �	-


����� ������ � ������	��< �����, �������, 	�-���	��, ��*�� �	�����-
���	��), � 	�-	�����, �������)  �
� ��+!�
����� �>.  

?�	������� ������ �	����
)��	!<� � ��������� ����!=���	� ������ 
������ ����� �!=���	!<=�� [60]  ����<=���� �� ���! ������	� ��*�! 
	�������� �����, 	���*���!< ��
�� ����������� ����	�
�	 ��	�������� 
����� 
 ����� ������� ��������
��. 
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2.4.1. ��;%�/+' ���%(&+���:// (�&+�:/%(��(%;% ���'�((%;% �>,� (� 
%&(%�� %#%#F�(()* G+��%(%� / '%,/0/��:// '�+%,� �%�� 

 
�%&+�(%��� $�,�@/. ?!��) ����� 	�������� ��� , 1ny n 	 :  
 � �1,  ,  n n n n n ny x x f xO ��� � � �$ ,  (2.12) 

��� �n - ���������!���� ��� ��������� +!� (����	���� ������	� ���-
�����
����� �
!������ 	�
���), Qn - ������
)��� +!�. "��	��� ������ 
��
!���� �(��� 	������ ���������	 $ �
� ����
 (2.12). >�������� ����
) 
(2.12) �
� 3-� �
!���	. 

��%�� 1: ?!��) Qn =0, � �1 ,  ,  n n n n nx f x y x�� � � �$ .  
%�
 ��������
��� p(�) - �	�����, �� �� ���������� ��=� !�
�	�� 

����
�� F�����	�� ����� ������
)���� ���	��������: 

 � � � � � �� �
1

1 2 1
1

ln ln , ,..., | ln  ,
N

N n n
n

L p y y y p y f y�$
�

�
�

� � ��$ $  (2.13) 

%�
 �n – �����
)�� ��������
����� +!�, �� �����!� � �ln L $  F�		�-

����� �������! �����! �����)+� �	������	:  

 � � � �� �
1 2

1
1

, min
N

n n
n

S y f y
�

�
�

� � ��$ $  (2.14) 

J���� �������( ������
)���� ���	�������� (2.13)  �����( 
�����)+� �	������	 (2.14) ��<� ����������� �����=�����  ��������
)-
��� �(��� �
� ���(�������� �>. 

��%�� 2: ?!��) �n =0, � �1 ,  ,  n n n n nx f x y x O� � � �$ .  
%�
 Qn – �����
)�� ��������
����� +!�, �� ������ 33? �	����� � �-

����( �!��� �	������	 ���
����� ���
��( ����
 �� ���
<������� 
����: 

 � � � � � �� �
1 2

1 1 1
0

,  , min
N

n
n

n
S x y f x

�

�
�

� � ��$ $  (2.15) 

��� f (n) – n-� ����(� ������*��� � �( )
1 ,n

nx f x $� � , � � � �0 ,f x x$ � ,  	 ��
� 
�(��	����� 	�
�� 	�
<���� ����
)��� �������� ����
 x1. 

%�
 Qn – +!� � ���	������ ��������
����  ��
)+�� �������� (��-
�������� xn - �������), �� ������ 	 �������	�� (2.12) �	
����� ��������. @�-
��
)��� ������� ��+��� ��<� ���=����� �(��� ���������	. 

��+%, �%�� [3] �������	
��� ����� �����! !�
�	��� �����(.  
@���	��� ���(� ������ ���
<������ 	 ���, ��� ����
)��� !�
�	� 
y0

1(t1),...,yD
0(t1) (D – ����������) �>) �
� ������� (�����������) ���������� 

	�
<��<��� 	 ��
� ���	������ ���������	. �
� ����
)��� !�
�	� ����<��� 
������	�� ������ �� �(��	�� ���������	 � � � � � �� �1 2, ,..., p

s s s$ $ $  (�*�� �����– 
64



�
�

����� ������	�� ������). �
� ��*��� ���������� ����M��� �����
)�� (L) – ��-
��
)��� !�
�	� yk

0(t1), yk
0(tn+1),...,yk

0(t(L-1)n+1) (1�k�D) �� ������ !������� 
	��������� ����. J���� ����!
�!���� ������, �� ����	� �������� ��������� 
������!�) ������
)�� 	����*��� �
���� ��*�! ���������� ���
<���-
���  ����	����	!<=� � ����
)��� ����������, �
� ���� ���
)�!���� 
��� � ����(����� ������	 �
���
)��� ������(: 

� � � � � � � �� �� �2
10 0 0

1 ( 1) 1 ( 1) ( 1)
1 1

, ,...,  , , min
L n

i i i
L n i n j i n j

i j
J y y y g t j y$ $�

� � � � � �
� �

� � � ��� , (2.16) 

��� � � � � � �� �1 2, ,..., p$ $ $�$ , � � � �� �, ,i ig t y $  - 	���*���, ����<=�� i-< ����
) 

�������� �>, �.�. �������� ����
 y 	 ������ 	����� � �1 , 1,it t j j n�� � �  �� 
����
)��� !�
�	 0

( 1)i ny �   ���������� $ (i). 
����
���
)�� �� ��������< ���
���	����� !�
�	� �������	���� ���-

����� (�+	��� ���������	 ����
��): 
 y0(tin+1)=g(i)(tin+1, y0(ti(n-1)+1)), i=1,…(L-1), (2.17) 

��� n – ��
� ����� 	 ����� ��������� (N=Ln), g(i)(tin+1, y0(ti(n-1)+1)) - ������� 
	������ �������� ����
 � ����
)��� !�
�	�� y0(ti(n-1)+1). 

?�����
� ���������� ����(������ �������� ������ ����:  
1) ���!���	� ���	
� 	�����; ��
� ��������	 ��	��� �
��
)����; ����-

��	�� ������� �
� ����
)��� !�
�	� �� ��*��� ����������; ���!���	� ��-
����	, �� ������� ��*�� �(���) ���!�� �� �+�� 	 ����� ������	�� ��-
����� �
� ������ ���������	 �� ���	���< � � «������» ��������, 
����� �����)�� 	 ��
��� ����*��� �
���
)���� ���!�� (2.16);  

2) �!=���	����� ��������� �� �
�! ���
)�!����� 	��������� ����;  
3) ����
 ���������!<=� �!��(� �����
�*�� �����! �
���!;  
4) ���������(� ����	����� �� 	���! 	��������! ���!. 
 
��%�K$>F�> '%,/0/��:/> '�+%,� �%��. @���	��� ��
�*���:  
1) ���
)�!���� ���
��� ���
)��=��� ����, ������ ��������  	�
��� 

��	�� ���� ��	�� �� ��
�*��� �� 	�������� �� ����	�
� �����������; 
2) ������ ���	
� 	����� 	�� �!��(���
)��� ��	����� �
� ��*���� 

���� (�
����� 2.5), ��������� ������� �(��	�<��� �� ���!=��! ���!;  
3) ����
 ���������!<=� �!��(� ���!� ���) ����	��� �� ������ 

���������, � �
�� 	��������� ���� �� ���������; 
4) �������� �+	�<��� 	 ���
)��=�� ��*��: 	 j-� ���� ������� ��	�� 

���������  ����������� � ����������� 	 (j-1)-� ����, ������� �� ��������� 
(��
������� ��������
)���) �� ������� ����
� j-�� ����. '��� �������, «��-
��
)��� !�
�	�» ��*��� �
��!<=�� ����
 ������. 
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�
�

?��
���	���
)����) �
� ����  	�
�� ��	�� �������� �� ��!��<=�� 
	������ (
, 	 �
!��� ���!���	� ����� ������(, ����<��� ���������� 
��� ��������� �
������). A*� �
� �������� �
�*�� �
����� � 	�
���� 
��	��, ��	��� �
�� ������!=��� ����. 

��;%�/+' 2.8. �%,/0/��:/> '�+%,� �%�� (&�%�K$>F�> �==�%�&/'�:/>) 

	!��: ��������� ��� { 1 2, ,..., Ny y y }, 	�������� �������� � �1,..., In n�n , 
��� ni – �
�� i-�� ����. 

	�!��: ���������!<=�� �!��(� 
 

� � R �0, , ,N Ng t t t t t N� � � : 

 � � � � � � � � � �� �
1

, ,
I

i i i
i

i
g t t g t y� $

�

�� , (2.18) 

��� �i(t)=1, ��
 � � � � �1 ,i it t t�8� < ,  �i(t)=0, ����; �� � � � � � �� �, ,i i ig t y $  ���������� 

	���*���, ����<=�� i-< ����
) �������� �>, �� ����
)��� !�
�	 y(i) 	 
������ 	����� t  ���������� $ (i); ���*���	� � � � �1i i

it t n�� � � ,  1, 1i I� �   

1: @�!=���	
����� ��������� �������� � � � � � �� �, ,i i ig t y $  	 i-� ���!=�� 

���� �� �
�����! 2.5. ?������ +���� =!��� 	�
��� ��	��  �
�� 
(i+1)-�� ���� � ���!�� (2.19).  

2: @�!=���	
����� ��������� �������� � � � � � �� �1 1 1, ,i i ig t y $� � �  	 (i+1)-� 

���!=�� ����. ?�
!���� 	����� ����
 � �����	��� ���������� �� ����	�
� 
� � � � �1 1,i it t� �8

< , ������=�� � 2-� �� ����!<=��� ��!� � ��!��� ���������	. 

3: J������� !�
�	� «�+	���» ��������	 � � � � � �� � � � � �1, , ,  i i i i ig t y y t t$ �� �  

�
� ��
!���� �������	��� �������� ����
 �� ����	�
� � � � � �1 1,i it t� �8
< ,  ��-

���� �����( ���
����� �� ����	�
! � � � � �1,i it t �8
< , ��
<��� ���� �����-

��� i-�� (������!=���) ����: 

 

� � � �� � � �� � � � � � � � � �� �� � � �

1

1

2
1 1 1 1

0
,  , , min

i

i

n
i i i i i i i

i
j

J y y y t j g t j y
$

$
�

�

� � � �

�

� � � � �� , (2.19) 

	�����: � �g t . 

4�"�%����. ?� ��
� ��!��<=�� 	����� �
� ����� �����
)��� 
�
� ���� ( 	�
�� ��	��	) �������� ������ �����( ���
����� ���-

��( ����
 �> �� ���
<������� �> �
� 	���� ����	�
� ���
<����: 

 

� � � � � �� � � � � �� �
1

1 2 1

1

, , ,..., , min
I

I i i
i

i
J y y y J y y

�
�

�

� �� n
n , � �1,..., In n�n . (2.20)  
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	�����: � � � � � � � �� � � � R �1
1, , ,  ,  , 1, 1i i i i

i ig t g t y y t t t i I$ �
�� � � � �  

A� ��. 2.6 �������	
��� ���!
)���� ������ ���������, 

<����!<-
=� ��	�����) ������� ���������( 	 ��	����� �� ��
� 	���
����� 
���������	 (��� �������� �@) �> – ����
 P3". 

a) b) 
���. 2.6. /���������� "���#������ ��$����"� B��� � ��������������� ��-

������"����� #��$"����� 	� (��������� ('): a) 3 ���������! ��������� ('; b) 10 
���������! ��������� (' 

 
U�
����� F���������� �� ������ ��
������ ����� � ������
)-

��� +!��� ������
 ����
)+!< F�����	����) ������( �
������ 
���� � ��
��
���� �����	��� �������	����17 ���������!<=�� �������-
� ����
 �� ����	�
� ���
<����. @����� ���*�, ���, �������� �� ���!< 
�!	��	��
)����) �
������ � +!���, �
� ������� ��������	 �(���� �������-
��	 ����
 ��*�� ���) ���=�����. 

 
2.5. �,�(+/0/��:/> &%&+%>(/< � (� %&(%�� (�=���'�+�/@�&�%< 

(��/(�<(%< ��;��&&/%((%< '%,��/ ���'�((%;% �>,� 
 
"����! (1.1) �!��� ��������	��) ��� ������������ ������, �� l 	����� 

 ���
����� 	����� Z �������� ���
<��<���, ����	����	����, �
!������ 	�
-
��� 1( , , )lY Y� �Y   Z, Y�Rl, Z�Rl, ��� Rl - l -������ �	�
��	� ����������	�. 

?�
�*�, ��� ������� 	������� ���������� Z ������
����� ���	���-
��� �!��(���
)��� ���������	���� F(
) 	������ ���������� Y, �.�. 
Z = F(Y). � ������	� ���
*��� ���	������ �!��( F(
) �!��� ���
)��-
	��) �!��(< �������, �
��!� ������ [43]. L!��(� ������� 
 !�
�	��� 
������������� �*���� 	����� �������������� ������� �������
)�� 	��-
��	 �	
����� ����
)<, ������� �����!�� �������	����������� ���
����� 
	����� ���
)���� �������  ��� ����
: 

������������������������������������������������������������
17 V.F. Pisarenko, D. Sornette, Statistical methods of parameter estimation for deterministically chaotic time series. 
Phys. Rev. E, 2004. V. 69. 036122. 



68 
 

 � � � � � � � � � � � �
11

| ,
RR

r zf z dz zf z dz p a p� � �S Sy y y y y y ,  (2.21) 

��� f(y, z) - ���	������ �
������) ��������
��� ���
<������ � �1�l -������ 

�
!������ 	�
��� (Y, Z)�Rl+1 	 ����� (y, z), � � � �
� �

,
|

f z
f z

p
�

y
y

y
 - !�
�	��� 

�
������) ��������
��� �
!������ 	�
��� Z�R1 �� !�
�	, ��� Y=y, p(y) - 

������
)��� �
������) ��������
��� 	�
��� Y, � � � �
1

,
R

a zf z dz� Sy y . 

� ������	� ���������������� ������� �(��� !�
�	���� �!��(���
� 
(2.21) 	 ����� y 	 [6] ����
���<��� ��
!���!�������� ������� 	��: 

 

R T � �
R T R T

R T � �
R T R T

1

1

1

1

1 1

1 1

n
i

l in r
i

ii k
k

n
i

ln r
i

ii k
k

a Z K
n hh

y Yp y K
n hh

�

�

�

�

� 0 1�
U � 2 3� 2 3U V 4 5U
�

0 1U �
� 2 3�U 2 3VU 4 5�

y Yy

, R T � � R T � �
R T � �
n r

n
n r

a
r x

p
�

y
y

. (2.22) 

J���) R T � �n ra y ,� R T � �n rp y  - ���!�������� �(��� �!��(���
� a(y)  �
��-

���� p(y), ����	����	����, (Yi, Zi), � �,1 ,, ,i i i lY Y Y� � , 1,i n�  - (l+1)-������ 	�-
�����, ���������!���� �
������)< � �,f x y , � � � �1, , lK K u u� �u  - l -������ 
������� �!��(�, R T 0i kh �  - ���
���	���
)����) ���
 (���������	), �����=���� 

� �!
< �
� ��*���� 1,k l� . 
��/'�� 2.7. @(���� �!��( �	���������. ?!��) �� 	����� ������� ��-

�
<������ ���
���	���
)����) ���������� 	�
�� 1 2 1, , ,i i i pY Y Y� � � �� , 
1, 2,i � � , ������� �����!<� ���(��� �	��������� ������� p , �.�. �	����� ��-

����+���� 

 � �1 1 1, ,i p i i p i pY Y Y �� � � � � �� W �� , 1, 2,i � � ,  (2.23) 

��� � �j�  - ���
���	���
)����) ����	����  ������	� ��������
����� �
!-
������ 	�
��. ?!��) 1 1, , n pY Y � ��  - 	������ ������ 1n p� � , ������!���� 
���(����� (2.23). � [43] ��������, ��� �
� �(��� �!��( W (�
���������� 
��������: 
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R T � �
R T

R T R T
R T

R T R T

1

1 1 1 1
1

1 11 1

1 1

1 1, , , , .
n n

p i p p i pi i
i pp pn p

i ii i p i i p
i k i k

k k

y Y y Yy Y y Yy Y K K
h h h hh h

�

� �� �
� �

� �

� �

8 9
: ;0 1 0 1� �� �: ;2 3 2 3W �

2 3 2 3: ;4 5 4 5: ;< =

� �
V V

� �  

 
��/'�� 2.8. @��������� ��$���� � ���������" )"�". ?!��) ���
<��-

���� ��������� ����
 � �Y t  � ����	��� +!���. ?������	� ����
 	 	��: 

� � � � � �1Y t Y t Y t� � � � , ��� � � � � � �� � � �1Y t Y t Y t t�� � � � �  (��+!�
����� 
������� ����
� �� ����	�
� R T1,t t� )  		���� ����������: 

� �it t T n p i� � � �  - ������� 	�����, 	 ������� ����	��
�) ������� ����-

� �� ����	�
� ���
<���� �
��
)����)< 0; � �� �iY Y t T n p i� �� � � � , 

1,i n p� �  - 	��������� ������� ������� ����
�, 	�
��� p  ������
��� 
������� �	�������������� ��	�����, �.�. ������
��� ������) 	
��� ���-
+
�� ���
��(� ���(���� � �Y t�  �� ��� ������� 	 ������=� ������. 

>�������	�� ������� ����
� � �� �Y t i�  ��� �!��(< � �,F 
 
  �� 	����-
�  �� ������� �� ������!=� ����	�
�� 	�����, �.�. 

� �� � � � � �� � � �� �� �, 1 , ,Y t i F t i Y t i Y t i p� � � � � �� , , ������� ��������������� 

�(���, ��
!������ 	 [43, 104], �(���� � �� �Ŷ t T  ������� ����
� � �� �Y t T  	 ��-
���� 	����� � �t T  ������� �� �
��!<=� ������: � �1, , N pt t �� , 

� �1, , N pY Y �� �� , ��� � � , 1,it t T N p i i N p� � � � � �  - ������� 	�����, 	 ����-

��� ����	��
�) �������; � �� � , 1,iY Y t T N p i i N p� � � � � � � �  - 	���-

������ ������� ������� ����
�. @(���� � �� �1, , ,N N pF F Y Y t T
X X

� �� � ��  
�!��( � �
F  	 ������ 	����� � �t T  ���� 	�: 

 

R T R T R T R T R T

� �
R T

R T R T R T R T R T

� �
R T

1 11 1

1 1 2

1

1 11 1

1 1 2

1

, , , ,

1 , , , ,

N
i p N p i p i pN i N i

p t
ti i i i p i
i i z

z

N
N p i p i pN i N i

p t
ti i i i p i
i i z

z

Y Y Y t T tY Y Y YK
h h h hh h

F
Y Y t T tY Y Y YK

h h h hh h

� � � � � �� �
� � �

��
X

�

� � � � �� �
� � �

��

�

0 1� � �� �� �� � ��2 3
2 3
4 5

�
0 1� �� �� �� � ��
2 3
2 3
4 5

�
V

�
V

�

�

. (2.24) 

L!��(� ������� ��
����� �
)��!<=� �	����	��, �����
)�! ��� 
����� !�
�	��� ������������� �*����, ������� �	
����� !���������� �� 
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���
<����� �������� ����
�, �� ���) � �� �1, , ,N N pF Y Y t T
X

� �� ��  �	
����� ��-
�
)���	����� �������� ������� ����
� 	 ������ 	����� � �t T . 

�
� ��������� �������� 	�
��� Y
X

�  �� ����	�
� � � � �, 1t T t T �8 9< =  ����-

����� 	���
�) �!��(< � �F
X


  	 ����� � �� �1, , , 1N N pY Y t T� �� � �� . '��� ����-
���, ������� ������� ����
� �!��� 	��
����) ���: 

 � �� � � �� �11 , , , 1N N pY t T F Y Y t T
X X

� �� � � � � �� . (2.25) 
 
2.6. ��+%, :/0�%�%;% ,/00���(:/�%��(/> $�H�'��((%;% ���'�(-
(%;% �>,� (� %&(%�� '%,��/ &%&+%>(/< � 

 
J����� (���	��� �������(��	��� ��������� 	 ���
)��� ���+���� 

	����� ��+!�
����� ����	 � ���	������ ������������� 	���������� �� 
��+�� ����� ���
����� �����, , �������� �� ��
)+�� ��
����	� �����, 
��=��� �����
��	������ ������� �� �!=���	!��. � ����(����� �������	�� 
����� �������(��	��� ������
������� 	���
���� !�
�	�18: 

1) ����
 S �	
����� ��������� �������	���  ���� �� ��� ��� ����-
���(�!���� �!��(�� s 	����� t, !��	
��	���<=�� ��	����	! S=s(t); 

2) ������� ����
� S ��!=���	
�<��� 	 ���������  ��	��������=� 
������� 	����� tk, k=1,2,… �	������� ������+���� 	�� tk=tk+�t, ��� �t – 
��������� ���������� ����	�
 	����� t, t0=0; 

3) ��������� ������� � �k kY Y t�  ����
� S ������� � ������ ���-
���� � �k ks s t�  ����
� S  �+��� ��� ������� � �k kt� �� : k k kY S �� �  

4) �+�� ������� �����!<� ���
���	���
)����) ����	����  ��-
����	� ��������
����� �
!������ 	�
��, !��	
��	���<=� !�
�	�� 	��: 

� � � � � �2 2
10,  ,  0k k k k kM M M� � A � � �� � � . 

5) 	 ��*��� ������ 	����� tk ! ��� ��<��� p ��������� ������� 
1 2 1, ,..., ,k p k p k kY Y Y Y� � � � � . 
'���!���� �� ��<=��� 	 ������ 	����� tk ��������� �������� 
� �k kY Y t�  	���
��) �(���! k̂P

 
 ��� ����	����� Pk, ������
����� ��	����	�� 

� �k
k

dS t
P

dt
� , ���� �������, ����� �
����) k̂ kP PY

 
�������	�
��) 	 ����
� 

	��������� ��������
� ������	� (������). 

������������������������������������������������������������
18 $.�. 3���������, $.$. "	��
���	. 3�����  �
������ (���	��� �������(��	��� ����
�	 	 
������� ���
)���� 	�����. - '���� : '�"�>, 2009. – 138 �. 
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��
�� �
�*� �	� ��	�� ������� � ��
!���< ������� �(��� ����-
	�����  ���	�� �, ���
)�!� �
��!<=� ��������
 ������	� 	���
��� 
����	�����. 

��F��(��� ��������( - F�� �	����� ���*���	������ ��F��(���� 
�����
�( (���� � ����): 

 
� �

� �
,

][

][ˆ

1

2

1

2

2

�

�

�

�

�

�
� N

k
kk

N

k
kk

yMy

yMy
R

� �

� �

2

2 1

2

1

ˆ
1

N

i i
i
N

i i
i

y y
R

y y

�

�

0 1�2 3
2 3* � �
2 3�2 3
4 5

�

�
, (2.26) 

��� kŷ  - ����
)��� �������; ky  – !��	� 	��������� ����; M[
] – �������� ��-

������������ �*����; 
1

1 N

i i
i

y y
N �

� � , N – ����� 	�����; R�[0;1]. 

"������	����������� �������
)��� �+��� ("�@): 

 
� � � �1

1

ˆ1 ˆ,
max

N
i i

CKO i i
i i

y y y f x
N y

- -
�

�
� � �� . (2.27) 

"������ �������
)��� ���
����� ("@@): 

 � �2
1

ˆ1
max

N
i i

COO
i i

y y
N y

- -
�

�
� � � . (2.28) 

3�����
)��� �������
)��� ���
����� (3@@): 

 � �3 1,

ˆ
max

max
i i

MOO i N
i

y y
y

- -
�

�
� � . (2.29) 

� ������	� ��������
� !��	�� +!�� ���
)�!���� �������
)��� �����+-
����) -, 	���
����� �� �
��!<=�� ����!
�:  

 
1

ˆ1 100%
N

i i

i i

y y
N y

-
�

�
� 
� , (2.30) 

��� ˆiy  - ������� ����
�, !��	��) +!�� 	 ������� ���������; iy  - ������ 
������� ����
�; N – ��
� �����. 

L!��(� ������� (�. 2.8) ��
����� �	����	�� �
)���(, �����
)�! ��� 
����� !�
�	��� ������������� �*����, ������� �	
����� !���������� �� 
���
<����� �������� ����
�, �� 	�
��� � �� �1, , ,N N pF Y Y t T

X

� �� ��  - �	
���-
�� ���
)���	����� �������� ������� ����
� 	 ������ 	����� � �t T . 
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"
���	���
)��, ������ ������ ��*�� ���
)��	��) �� ��+�� ����� (�-
��	��� �������(��	��� ����
�	.�

�
� ��
!���� ����������� ������� �(��� ����	����� ����
� �� ��� 
+�� ���
� ������� t(T) ��������� 	���
�) ������� �(��� �!��( � �F 
  	 
����� t(T+1). @(���� ����	����� �� ������ t(T+1), ���
���� (2.24), ���� 	�: 

 

� �� �
R T R T

� �
R T

R T R T

� �
R T

1

1

1

1

1

1
11

N
i p i p

p t
ti i
i i z

z

N
i p

p t
ti i
i i z

z

Y t T t
K

hh h
F t T

t T t
K

hh h

� �

��
X

�

�

��

�

0 1� � �
2 3
2 3
4 5

� �
0 1� �
2 3
2 3
4 5

�
V

�
V

. (2.31) 

A� ��. 2.7 ��	����� ���!��!���� ����� ���(��!�� �(��	��� ����-
	�����

 
 �
����� �(��	��� ����	�����, ����	����	����. 

�

���. 2.7. – ��������� �!�"� ���������� ������ ����������� ��$����. '�����-
%����: � � � �1 2 1, , ,..., ,k k p k p k kt p Y Y Y Y� � � � ��Y , � �1�* tY  - ���$������ ���%���� ����%��� Y � 

"�"��� ���"��� t+1 
 

A� ��. 2.7 �
�� ������� ���������	 ������( ���(��!�� ���
�!�� 
���(��!�! 	����� ���������	 (���������) 	 ����
� ����!�� �!��(���
� 
������	�, �������	������ 	 �
��� ������ ������ ������	�. � �
��� ��-
������� ����
 ����
� ��!=���	
����� 	���
��� �(��� ������� � �-
��
)��	���� �����
)��� ���������	. 

 
��;%�/+' 2.9. :�(�� =�%/$�%,(%< (� %&(%�� (�=���'�+�/@�&�%;% 

=%,*%,� 
	!��: ���
<���� ���������� ����
� � �Y t  �
!��� p: 

� � � �1 2 1, , ,..., ,j j p j p j jY t p Y Y Y Y� � � � �� , 1, 2,j � � ; � �, 1,jt t T N p j j N p� � � � � �  - 
������� 	�����, 	 ������� ����	��
�) �������. 

	�!��: �(���� ������� ����
� Y
X

�  �� ����	�
� � � � �, 1t T t T �8 9< = . 

�
�� ����
 
����	����� 

� �,kt pY �

�
�� ������� ���������	 ���-
���( ���(��!��

�
 

������ ������	�
�

� �1kY t* � �
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1: ?��	���� ������	� ���������	 (���������) �� �����< 33? [43]. 

2: ����
��� � �� �1, , ,N N p
s sF i i t T( (

X
� �� ��  �� ����!
� (2.24). 

3: ����
��� � �� � � �� � � �� �1ˆ 1 , , ,N N pY Y t T Y t T F Y Y t T
X X

� �� � � � � � ��  

	����� Y
X

� .  
��+%, :/0�%�%;% ,/00���(:/�%��(/> /$'��>�')* �%%�,/(�+ (� %&-

(%�� =���'�+�/$�:// ��+%��;��&&// ARADS. $
�����, ���
�!<=� �����, 
����	�� �� !�����	
�� ����	����	� ��*�! �������� ��F��(����	 ���-
������� �����, ���������� ����	����	!<=� �������� ��	�� (��
���) ��-
�!����� �������),  �������� ��F��(����	 AR-����
�� (��. 2.5, 2.8). 

 
���. 2.8. – ��������� �!�"� ���������� ������ ����������� ��$����  

�� ������ "����� AR�DS 
� ������	� ���������!<=�� ���
<���� y = y(t) �!��( � �ˆ ˆy y t�  �-

��
)�!���� ����
) �!��(���
)��� ��	����� f (t, b) (b - 	����� ���������	 
	�������� ����
), ������
����� � !�
�	� ����
)���� �	�
��	� ���-
������ ��*�! !�������� ��F��(����� AR-����
�� �!��(���
)��� ��-
	������� (��	��), ��
!������ �� ���
<������ �������� �>  ��
���)< 
���!����� ������� (��F��(����	 ���������� �����). J������ ����	��-
��� � �

0
,f t�

� b  	�������� ����
 ��
������� ��	��� ����	����� �!��( 

� �
0

ˆ ,y y f t�� �� �� b .  

�
��� �!��(���
)��� ��	�������
 

� �� �, , 1,t b n� �C � �  

3���� 
����
  

DS-����
), � �, 1,D n�
�� �a  AR-����
), � �, 1,A n�

�� �a

������ 
������	�
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��;%�/+' 2.10. �,�=+/�(�> /,�(+/0/��:/> '%,��/ / ,/00���(:/�%-
��(/� (� %&(%�� AR�DS 

	!��: ���*���	� ���
<������ ���: � �,j jt y , yj=Y(tj), 1,j k� , ��� jy  – !�-

��������� 	�	�+����� ������� �
!��� k: 
1

1 j

j

t

j e e
e t k

y y
k

�
� � �

� � ; � - �������) 

������� ���������	 �!��(���
)��� ����
; ������ �������� �@ �� �
-
�����! 2.6 (@�J � �1 ,...,D D D

p
a a �

� � ��a  �
� ��������� ���*���	� ��	�� 

, 1, ff n� � � ). 
	�!��: ������� �(��� ����	����� � �ŷ t�  	 ����� t. 
1: "���� nf AR-����
�� (�
� ��*��� ��	�� ,  1, ff n� � � ) �� 	������ 

� �,j jt y , ������
��� ��F��(���� AR-����
�� � �1 ,..., ,  1,A A
fp

a a n�
� � � � : 

� �
� �

1
1,..., 1

,..., arg min
A
j

p
A A A

l j l jp a R l k j
a a y a y

�

� �

� � �@ �
� � �

0 1
� �2 32 3

4 5
� � . 

��� @ 	�+�������
����� �!��(� (!�	��*���� 2.3). 
2: A����� ��������� � �,D Ar � �a a  ��*�! 	������� � �1 ,...,D D

p
a a �

� � , 

� �1 ,...,A A
p

a a �
� � : � � � �2

1
,

p
D A D A

j j
j

r a a
�

� � � �

�

� ��a a  	 p�-������ ������� ����������	�, 

���������� �������� �
!*�� ��F��(���� ���������� �����. 
3: ?������ ��+��� 	 ��
)�! �0-� ����
 � �

0
,f t� b  �!��(���
)��� ��-

	����� � �0 arg min ,D Ar � �

�
� � a a . 

4: @�!=���	
��� �������! ���������	 	�������� ����
, ��+�� !�
�	-
�!< �����! �
���������� ����	����	: � � � �0

, , 1,j jf t y t j k� �� + �b . 

	����� � �
0

ˆ ,y f t��� � b  	 ����� t. 

� ���
. 2.6  �� ��. 2.9-2.11 �������	
��� ���!
)���� ���	���
)���� ��-
��
��	��� �
�*����� ������(����� ������	 �(��	��� ����	����� 
����
� � ��������� ���
)�!���� �� ������� (�� ����	� ���
)��=��� 
��������, �� ����	� ���� '��
���  ��
����
)��� ������
�().  

 
$����� 2.6 – 1�%����� ���������� ����������� �� ���"����" ��� 

 
O!� 3���� "�@ "@@ 3@@ R2 

5% $��������(� �� ����	� 0.398 0.158 1.007 0.981 
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���� '��
��� 
"��
)��=�� ������� 0.394 0.155 1.099 0.970 
#������
�(� ��
����� 0.412 0.169 1.771 0.895 
&������ �
)���(� 0.453 0.205 1.084 0.986 
ARADS-����� 0.194 0.153 1.271 0.996 
$��������(� �� ����	� 
���� '��
��� 0.899 0.809 3.25 0.574 

"��
)��=�� ������� 0.858 0.736 2.258 0.596 
#������
�(� ��
����� 0.414 0.172 1.745 0.899 
&������ �
)���(� 0.697 0.485 2.026 0.768 

27% 

ARADS-����� 0.313 0.158 1.343 0.975 
$��������(� �� ����	� 
���� '��
��� 1.228 1.513 4.859 0.354 

"��
)��=�� ������� 1.144 1.309 4.631 0.381 
#������
�(� ��
����� 0.414 0.171 1.768 0.893 
&������ �
)���(� 0.686 0.470 1.593 0.885 

55% 

ARADS-����� 0.314 0.171 1.368 0.989 
$��������(� �� ����	� 
���� '��
��� 1.417 2.009 7.719 0.266 

"��
)��=�� ������� 1.327 1.759 7.155 0.289 
#������
�(� ��
����� 0.417 0.174 1.626 0.936 
&������ �
)���(� 0.739 0.547 2.281 0.897 

75% 

ARADS-����� 0.315 0.164 1.452 0.997 

4�"�%����. �
� ��+!�
������ 	��������� ���� (�
���������� ����	��-
��
)��� ��
�*	��� (�������, ���
)��=� !���������). ������ 	 ���
. 2.6 
��	����� ��� ����	����
)��� �������	� 	��������� ����. 

�

a) �) 
���. 2.9. a) 	��"����� ��� (������������� "�������� #����� - ��������� ��-

���) � ���������" 27%-" )"�" (����)��� �����), �) ���$������ ���%���� ���� � 
19% �)�����, �� ������" ��%�������� ����������� 
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a) �) 

���. 2.10. a) 
���������� (����)��� �����), ��������� �� "���� ARADS (2); �) 
����������� �� ������ �� ������ ������"������� ������������ 

 

 
a)  �) 

���. 2.11. a) �1' ���%���� ����������� ��� �����%��! ���%����! ����� )"� �� 
#��"�� (2.30); �) ��2##������ �����"������ �� #��"�� (2.26) 

 
�
� �
!��� �����
)�� ��������
������ +!�� ������������ ��������) 

!�������� ������ !��	
��	����� t-����! �� !��	�� 0.05. 
 
2.7. =��,���(/� +/=� �++���+%�� / ���'�(/ �*%?,�(/> � �++���+%� 
 
� ������������� ������� �� �������� �����	��� ���!
�����	 (�
. 7) 

�
��
)����) 	����� 	��*���� 	 ��������� �	
����� ���������� �!��(���
� 
������	�  �� ������� ������
����� F�������. A*� �� ����	� ���!
)����	 
[121]  �
������� 2.1, 2.5 ����
������� �
����� 2.11 �
� ������
��� ��� ��-
��������  	����� 	��*���� 	 ���������. 

@������� ��	��!�����) ���
<������ �> ����� Y =(y1, …, yn), 
yj = (y1

j, …, yN
j), ��� n – ������� ������ @��, yj – j-� ��������� �@, N – ���-

��� �>. "�����!�� ���������� �>, ������=� � ��������� ������� �����-
�� �������� �> Y [5, 121, 166]:  

 � � � �2
1 1 1 1

1
,..., ,  ,   1,

n j j
N l l l

j
z z z y y l N� �

�
� � � ��Z .  (2.32) 



�

��;%�/+' 2.11. =��,���(/� +/=� �++���+%�� / ���'�(/ �*%?,�(/> � 
�++���+%� 

 
	!��: ��!��<=�� 	������ 	 	�� 	�������� ����	, F
������ ������� ��-

����� � (��������!��	�����) ��+��� ������� ������ @�� – ����
 �@. 
	�!��: t* - ������ 	��*���� 	 ���������  �� ����������, 	� �!��(�-

��
)��� ��	����� ��	��	������ ��������. 
1: L����!�� 	�������� ��� (2.32). 
2: "���� AR-����
) �
� �> (2.32) �� ����	� �
������ 2.5. 
3: @�����
��� AR-��F��(���� a(t)  ���� ����������������� ��
-

���� q(t) AR-����
 ���� (2.32), � ���*� �������  ������< ���� (2.32). 
4: L����!�� ��+�<=� ���	
� ���
���� �
��!<=��! ����! !�
�	�: 
 
"������� ��	��-
	���: !��
, ���!�, 
���
�	�� �����. 

1) �!��( a(t)  q(t) �	
�<��� !��	�<=�, ���-
��� � ���������� ������� 	����� t;  
2) Z1(t) !��	��� (!��	���, ��(

�!� � ���!��<-
=�� ���
�!���); 1lim 0

t�"
�Z . 

"������� ��	��-
	���: �����!��� 
�����
)��� (�
. 

1) a(t)�const, max|q(t)|�1; 
2) Z1 – ���������� ���; 

"������� ��	��-
	��� �� �!=���-
	!��. 

1) a(t) ������� ���������; ������
)��� �� ��-
�!
< �����) ����������������� ��
���� q0(t) 
��*�� ���) ������ �������� (q0(t)>1, q0(t)<1, 
q0(t)=1); 
2) 1lim

t�"
Z  �� �!=���	!��. 

5: #=�� ������ t* �� ���	
!: 
� � R T

R T
1 1*

1

argmin , 1, 1 : ,

0, 1, 1 : .
l

l N
t

l N

� �

�

� + M � � +U� �
ZM � � +U�

Z Z

Z
. 

6: @�����
��� !��	��) ������������ �����	������ ��
!������ ���!
)-
����	. 

7: #�����(�!�� 	� �!��(���
)��� ��	����� Z1(t) �
� t > t* �� �
-
�����! 2.6. 

	�����: ��+�<=� ���	
� (�. 4); t* - ������ 	��*���� 	 ��������� (��-

 �� �!=���	!��); �!��(���
)�!< ����
) 	��������� ���� (2.32) �
� �(��� 
������� �	*��� �
�*���� �@ � ���������!. 

 
>��!
)���� �
������ 2.11 ���
)�!<��� �� ����*��� ���������	 ��-

�!
����� !���	
��� �
�*��� �@ �� ����	� ������ $�$> 	 �
. 7, 9. 
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�

2.8. �/&��((%� '%,��/�%��(/�  ��&=%$(���(/> &%&+%>(/< � / %:�(-
�� �;% ��@�&+�� 

 
U�
����� ����
��	��� ���	����� �� ������� �����
)�� 	�������� 

����	, �	
�<=��� ����
�� ��������� ����������� ��������� ����� 
�� ���(����� ����
, ������������� 	 ����� Matlab. 

P����������
)��� ��
���	��� ������	� ��
�*	��� 	��������� ���� 
���	��
��) 	 ���	��� � ���!
)����� ���������������� �������( 
��
������ ������������ ����
 ����
� (��. 2.6, 2.7). � [86] ��
 ���	����� 
��
����� ����
��	��� �
������	 �
)���(, ���������	���  �����-
���	��� �������� ��������� ����
�	 �@ �� ������� �
. 2 (��. 2.12).  

 

 
���.2.12. �������� #��������� "�������$� ��$����; �� ��� 'C – ���������� 

���%��� ���"���, OY – ������ ��$����, 	� – ���"����� ��� 
 
A� ����
)��� ����
 ���
���	�
�) ���
���� +!�� !��	��, �� ���	�-

+�<=��� 30 % �� ������
)���� ������� ��
������ ����
�: ��	�������� 
+!� �� ����	�
�� [–5;5], [–10;10], [–150;150], [–300;300]; ��!���	��� +!� � 
���������� N(0,10), N(0,50), N(0,10000), N(0,50000). ?� ��
!������ ������ 
(	�������� �����) ��
 ��������� �
)���	����� ������� �� 1000 ������. � 
������	� ��������
� !��	�� +!�� ���
)��	��� �������
)��� �����+����) -, 

	���
����� �� ����!
�: 
1000

1

ˆ1 100 %
1000

i i

i i

y y
y

-
�

�
� 
� , ��� ˆiy  – ������� ����
�, 

!��	��) +!�� 	 ������� ���������; iy  – ������ ������� ����
�. A� ��!�-
�� 2.12 �������� !��	
��	����
)��� �������) ��
�*	��� 	��������� ����, 
����� ��� ���������������� ������� �
)���(� ���� !�����	�� F����� �� 
	�+� 14-� ���(����	 ����	 30%-� ���	�����
)��� ��+!�
������ �� 5%-�! 
!��	�< ��������. 

"��	���� ������	 ��������	��� �������� �@ �� �������  	����� � 
��������� ����	����
)��� �
)���( ������
�, ��� 	���� ��������	��� � 
�
)���(�� ��
)+� �� 101-102 ��� �� ������ �
� ���� 	 50 �������	  ���� ��

78
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150 �������	; �������) ��������	��� �� ���
)��	�� ����������� ���(��!-
�� �	����	��� (�.1.2, ���. 5.2) �
� ������ ��
������ ����
�� ��� �
)���-
( 	�+�, ��� �������) ��������	��� �
� ������ � �
)���(��, ������� �� 
1-3%; �������) ��������	��� �
� �����	��� ���(��!�� (�
. 5) �	����	��� 
�� ���
)��	�� �
)���( �
� 10%-�� +!�� 	 ������� 	�+� �� 3-10 %, 
��� ��� �
)���(. ��+���������� !��*����, ��� ��������� ����
���
)-
��� ��
���	��� � 	������< !�
�	� �������� / ���������� ����	��-
��
)��� �
)���( � 	�������� ����� � ��
������ �������. 

?� ���	��� F�����	���� ��������	��� 	 ��	����� �� 	�� ����-
�� 	��������� ���� (�� ������� ������� F
������	 ������������� ����	 ��-

�� 2400 !.��.  5%-� +!��) �
� «������������» ����
�� ���!
)���� �����-
���	��� �
�� � «�*������» ()100%). 

>��!
)���� ����
���
)��� F����������
)��� ��
���	��� �
�*��� 	 
�
. 5 �� ���
�� ������ ���	 �	����	��� ������� �������� ���(����. 

	�����. � �����
� �������� �������� F�����	���� ������(������ 
������ ������	��� �������	 �������� �@ �� �����	�*��<=��! ��� 	��-
������! ���!, �
)��!<=� �	����	� ������� ���	�
�<� 	���
�) ��������-
��� ����� �������� ����������� �������.  

A� ����	� ����=����� F��
���	 �������� 	����*�� ��+��� ���� �����: 
��������	��� �������� �@, ����
) ����������� �������� ������ 	 	�� 
������������ 	��������� ����; ��
�*	��� 	��������� ����; �������(� 
������ ��������� 	��������� ����, ������������� � ��������� �@ (������� 
�����).  

?�������, ��� �������(< �������� ����������� ������� 	����*-
�� ��!=���	
��) �� �������� ��F��(����	 �	�������������� ����
, ��-
��������� �� ����=����� F��
����. >��!
)���� F����������
)��� ��
���-
	��� !�	��*��<�, ��� �
�*����� �
������ ���	�
�<� !	������ ��������-
	��) �������� ��������� �������	 � ��������
������)<. 

>��!
)����, �������	
����� 	� 2-� �
�	�, ��!�
��	��� 	 ������� [75, 
80-89, 90]. 
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«3� ��!���"�� � ���������, ��������� �����$�%��" ��������� %�-
������, �������$� ����� ���%�� � �������$��� ������� ��� �� 
��$�� ��������� ������. ���� ��� ������ �" ������ ��������� 
���% � �%������� �����, �� ��"����� ������������ ����"��-
�������%��$� ������������ "��� ���%�"� � �����"�  ��$� ����-
����» /Q. �����19/ 

 
	���� 3. ���������� ����� ������� �����J�� 
��� �����������J ����� ��D�������� 
 
J���� «��
!�+���» 	����� ��������� � �
���! �
��������
��	����� 

(������������), �����
)�! ���!���	!�� ��=� ���������� ������	����� 
������ �� ����	� �����	������ ������ ������	� 	��������� ��+���. #� 
��������� ��
���	��� ������������ (F	��������) ���(��!� ����	���
� 
�
����������� ���� �
������	 [54-56] �
��!��, ��� «������ ������ 	 ���, 
�����, �����	 ��� ���
)����) � ���������!< ��
)�! �
� ��+��� �
��� 
�����
��	����� ����
��, �!��) � ����=)< ������ ������������ ����-
��	 ���� ���*���	� ���� ���(��!�». 

� �
! 	�*���� ������ 33$# (��. 3.1) ���� �	������ («P
�����»  
��.) �
� ��+��� �
��������
��	����� ����� �� ����	� ���
����� ���

��-
�!�
)��� �����, �
�*� ��� ����������� ��������
�  

<����!�� 
�������. 

 
 

���.3.1. /������ %���� ��������� �� �����" "��$�������������" "�����" 
�� �����" ���� �����! ISI20 (AHP - "���� �������%����! �����!��) 

������������������������������������������������������������
19 D�!���� A���
�	���� ���� �� ���� 	 1963�. 
20 >������	��-��
����������� ���� ������ #����!�� ��!���� ������( "O$ 
http://isiwebofknowledge.com/ 
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A� ��. 3.1 ���
)�!<��� ����������: ����� ���
������ ������ 
(AHP), (�
�	�� ����������	��� (Goal Programming), F	�
<(����� �����-
������
)��� ������(� (EMO), �����������
)��� ����� ��
������ 
(MAUT), ����� �������������� ����������	��� (Math Programming), ���-

���� ��
�	���-��+���� ���(��!�� (	 �������� Vector Optimization). 

 
3.1. �&+%�/> �%=�%&�. ��?���+��K()� G00��+) ��� 
 
3���� ���
�� ������ (3$#) �	
����� ���� � ����� ���!
����� ��-

����	, ���
)�!���� 	 ������(����-���
������  ���

���!�
)��� ��-
����� ������*� ������ ��+���, ���	�
�<=� ���!��!���	��) ����
��!, 
�(��	��) ����������� ����� �
)������	 �� ��*���! � �������� ������	, 
������) ���������  ����	����� 	 �!*����� F�������, ���*��	��) �
)-
������	� [141]. ?� �������	����� �(����� ��
� ������ ���
������ ��-
�������, 	 ������� ����� ���
�� ������ ���������� � ��+��< ���
����� 
�
������!��!���	����� �����������
)��� �����, �����	
��� ��
�� ��
!��-
�� �����. P���! ��������	!��  ����� ���!��*��� �������� EXPERT CHOICE, 
���
�!<=� 3$#. 

��� �	�����, ����������� «�
����������» 3$#, ����������  ���� 
�	����� ������, �	
�<��� �	� ����	�����, ���	�� � ������� �	����� � F�-
������ ������� ������	�, ��	���=�� � ���!, ��� �����������, 	��	-

����� �� 	��� ���*���	� �
)������	 (������	), ���!� �� ��	�����) � «����-
���» ������������ �� ������*���	� �
)������	 (������	). "����*�-
��
)�� F�� �������� �
��!<=��. ?� �(��	�� �	!� �������	 z1  z2 �����
)-
�� F�������� �� �����! 3$# !�����	
	�����, ��� z1 ����������
)��� z2 
( 1 2 z z� ), ���� «�» �������� ���� ����������
)���� (������	���). ?� 
���	
�� ����)��� ������� ������ (�� ����	� 3$#) � ���*�!�� �� (����-
�� ����	�,  	 ���!
)���� 	����*�� ��!�(�: z2 ����������
)��� z1 ( 2 1 z z� ).  

@�����, ��� ���
���� ������ �. P���!21 �� ��������� ������� 
�(��� ����+��� ����������� 
<��� �	!� F
������	 ���*���	� �
)������	 
���������, �.�. ������� ����+��� ����������� �
)������	 �� ��	�� �� 
����
���
)��� �
)������	.  

������ ����	����� �	����� � ��������� 	 3$# 
������ �	���� 
������	. � ������ [126] ��������, ��� 	 ������
����� �
���� ����������-
�
)��� ����� �� ����= 
������ �	���� 	 ���(�� ��	����*�� ���� 
«��
!�+��» ��+���,  ��F���! �� ���
)��	��� �����	��� ������������. 
D������ �	����� ����	��� �� ���	��� ���(��: «����� �(���� �� �����! 
�����< ��*�� ���) ���������	��� 	������ �(����� �� ��!���! �����<». 
������������������������������������������������������������
21 �. �*. P���! ��
!�
 	 1972 �. A���
�	��!< ����< �� ��������
)��	� ��	����*���� �!=���	�-
	��� ���
)��� ������ 	�����	. 
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3�*�� ��	��� �����*���
)��� ������ (�*� ������ 3.1-3.3), ����� F��� 
���(� ��
��� ��	����  ��*� ���!���� (!�!�+��� ������	� �����*��� 
�
)�� �� ��*�� ���) ���������	��� !
!�+���� ������	� ��� �	!��). 

?� 	����� ��
!�+��� ������� ��+��� ����� �����������
)���� 
	����� �
��!�� �!��	����	�	��)�� ���(��� [132, 133]: 	����� ��+���, ����-
��� �����(�
)�� ��*�� ������)�� 	�������� 	 ���!
)���� ��+��� �������-
����
)��� �����, ��*�� ���) ��
!���� 	 ���!
)���� �������( ���
)-
�!���� �	���� ������	 � ��������� �����(���
)��� ��F��(����� �i, 

1i ic �� . ��!�� �
�	��, ! ��*���� F
������, �����
�*�=��� �����
)��� 
(�� ?�����) ��
��� ���*���	� X, ��
*�� �!=���	�	��) 	����*����) ���) 	�-
������� 	 ������	� ��
!�+��� ��+���. � ����	��� �
!���, «��
!�+��» 
��+��� ��*��  �� ���) ������� 	���=� 	 ����
� F������!�� 	��������� 
������� ���
����( (��. �*� ������ 3.1-3.3), 	 ��������, 	 ���!
)���� 
�������( 
������ �	���� ������	 	 3$#. ?����� F���� ��*�� ���) 
� ��
������ ��������: ���!
)���� �����	� �	!� 
 �����
)�� �������	 �� 
��
���	�<���, � �
�*��� ������� (���	������) ������!<��� (���!
)��� 
����	��������� ����� �	!� «����+�» �� ����
)���� 
������	 ��*�� ���) 
���(���
)���). 

'��� �������, ���	�� ����
��� 3$# �	����� � ���������)< �(��	��� 
��������� ������	 ���	�	����� �
)������	 �� � ����
��� (!��	
�-
�), 	����� ����
��� �	����� � ���������)<, 	��	����� ��������� 
���-
��� �	���� �� ��
!��� 	���	�� ��F��(����	 �
)������	. 

� �����
*��� ��
���	���, ���	��	+��� 	 ������� [141-143], ��
�� 
��<��� �	����	� ����(��	����� ���(��!�� 3$# (33$#), � �����, ����-
����, ���: 1) �����������, ��!(��	����� �� ���*���	�� (�
)������	, ��-
�����	) &1  &2 (&1�&2) ��������	�� �������� �
��������� ���(��!�� 3$# 
"���, 	 ��=�� �
!��� �� ��	����<�; 2) 	 ����(��	����� ���(��!�� 3$# 
!�������� ����	����� !����������; 3) «��
!�+��» ��+���, 	�������� �� 
33$# 	 ����
� ��
������ �	���� ������	, �����
�*� ������-
�����
)���! ���*���	!. 

 
3.2. &(%�()� %=��,���(/> / =%(>+/>. �%&+�(%��� $�,�@/  
 
� ��=�� 	�� �������	�� �����, ��+����� 3$# [141], 	�
<���� (�
), 

�
)������	�  ����� �(��� �
)������	; ����!���� 	�����) ��
!�+!< 
�
)������	!. ?��
� ��������� ����������� ���!��!�� ((�
-�����-
�
)������	�) ������ ������ ���	���� F
������	 ��*���� !��	�� ��	��� � 
���!
)���!, ������� ��*�� ���) �������	
�� 	 	�� �������-���������� ���-
�(� �, F
����� ������� aij ���) �����	����) ����	
��� �
)������	� (F
�-
����� �����) i �������
)�� �
)������	� j 	 ����
� 	��������� �����-
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	������ ������. �
�	��� �����	����� 	������ ����(� � ������ ���	���� 
���������!<��� ��� 	������ ��������	 ���	�	����� F
������	. �
� F
�-
�����	 ��*���� !��	�� 	���
�<��� ��F��(���� 	�*���� �
� ��*��� � 
�
)������	 	 	�� ����	����� 	 �
!���, ����� �(��� F
������	 ������ 	 	-
�� ����+��� (�!
)��
���	��� 3$#). 

@������� �����!��!< �� ��*��� F���� ����(! ������ ���	���� 
(3?") ij g g

a
�

�A  �
)������	 (��
�� 	 ��������� ������ �!��� ������
����) 

������ �
)������	�  ������� ��������) 1 2( ,  ,  ...,  )gz z z& � . 3���(� 
1,  ij ij i jg g

a a w w�
�

� �A  �������
)��� 	���	�� ��F��(����	 wi, wj - ���-

������ 	���	��� 	������ T
1 2( , ,  ...,  )gw w w�w , ��� g - ��
����	� ���	�	��-

��� �
)������	 ��
*�� ��
����) �	����	�� [141]:  

  a) aij > 0; b) 1
ij jia a�� ; c) aij=aik
akj, ,  1,i j g� ; d) A
w = g 
w,  (3.1) 

��
� g �	
����� ������
)��� �����	����� �������� ����(� A,  �
� ��-
�������� �����	������ (������	������) 	�����-���
�(� w=(w1, …, wg)T � ��-

�*��
)��� ����������� 	���
������ ��	����	� d), �� F��� !�
�	� �) – 
!�
�	� ��	�������� (���
���	������) 3?" A. 

4�"�%����. #�	����� [126, 141], ��� 	���	�� 	����� w �	
����� �����	��-
��� 	������� ��	������� ����(� A, ��	���<=� �� ������
)���! �����-
	�����! ������< n. ��!�� �
�	��, 	 �
!��� ��	������� ����(� 	���	�� 
	����� ��������� �	
����� !�������� �����	����� 	�������. @�����, ��-
������ �� ��, ��� �� ������� �����	��� ��	�������� 3?" ����� �� ���
<��-
����, 	���	�� 	����� ��-���*���! ����
������� ������) ��� �����	����� 	��-
��� !*� ����	������� 3?". � ������	� ������	��� ������ ��+��� ����
���-
���� ���(�
)��� ��
�	�� ��������
) «����� ��	��������», ���������!<-
=� ������) ��	��� � ��
!������ � ����=)< 3$# ���!
)�����. #����� ��-
	�������� �����!���� ��� ���� ���
����� ������� ����	������� ����(� �� 
��������� ��	������� [141]: �� ���������� ��
�� ������ ������ ��	����-
���� ����(� ������ ���	���� «�
���» � ��������� (��	�������) ����(� � 
�!
�	�� �������� F���� ������. %�
 ����� ��	�������� ���	�+��� «����-
��	��» �������, �� ���
��) 	�	�� � �
���� !�������� ����( ��
)��, ��F��-
�!  �������) 3$# 	 ���� �
!���� �� ��������!����. � [126] ��������, ��� 
�� ������< ������ ��	�������� ��*�� 
+) ��������	���� �!��) � 	�
-
��� ����	�� «����
)���» �+��; ����� ��� ������  ���� �� ��*�� ���) 
������
���.  

@������� X={x} – ���*���	� 	�������� ��+��� – �
)������	 x, f(x) 
– ��
�	�� ������ �� ���*���	� X.  
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>�+��� x*�X ����	����� �����
)��� �� ?����� (������-�����
)���) 
[133], ��
 �� �!=���	!�� ������ 	����*���� ��+��� x�X, �
� �������� ���� 
����� ����	����	� f(x)>f(x*). ��� ������-�����
)��� ��+��� �����!<� ���*�-
��	� ?�����, ������������ Pf (X). 

 
�%&+�(%��� $�,�@/. '���!���� �������) ���(��!�! �(��� �������� 

�
)������	 �� ��	��!����� �������� ������	, 	�-���	��, �������<=�� �-
������ ����+��� (�����������) �� ������ (����	
�� ����
���
)��� 
�
)������	�, 
 !��
�� �
)������	� � ��
��!���� ��	��!�����); 	�-
	�����, �������!<=�� ���������� �������� ���
)�!���� (
������, 	 ��-
������) �	����, � ���*� ������
�) �� �	����	�  �
��� ��+����� �����.  

?��*�� ��� ������ � ��+��< �����, ���!�� ������ � ����� [52, 
125, 141], 

<����!<=� �����	��� ������� �
���������� �������� 
3$#, ��	���=� � ��������� 	 ����� ��+���.  

 
��/'�� 3.1. ?!��) ������ ������ 	 	����� �����!��
)���� !������ � 

�
��!<=� ���� 	������	: (I) 7×15, (II) 10×10, (III) 5×20 (������� ����	�-
���� 	 ��������� ���(�� �
��). ?��	�� !������, ���	���, ���� ����-
��
)�!< �
�=��). @�����, �� ���
)��	�� 3$# � ��	��	����� ������-
��� ������� (�
��  +��� !������)  ����	��� �	������ ������	, 
�+������ 	���� �!��� ���
�� 	 ��
)�! 	������ !������. �����	��
)��, ����-
	����	!<=� 3?" ��<� 	�: 

 

1 2

1 7 /10 7 / 5 1 15 /10 15 / 20
10 / 7 1 10 / 5 ;  10 /15 1 10 / 20 .
5 / 7 5 /10 1 20 /15 20 /10 1

8 9 8 9
: ; : ;� �: ; : ;
: ; : ;< = < =

A A  

�(��� �����	����� 	������	 3?" A1  A2 ��	��: w1=(0.318, 0.455, 0.227), 
w2=(0.333, 0.222, 0.444), ����	����	����, ����	�� 	���	�� 	����� ��	��: 
w=(0.326, 0.338, 0.336).  

J�����, ��� �� ���
)��	�� �!
)��
���	��� �	���� 	���	�� 	��-
��� �� ��	��	����� ������� 	 ������ 2 �!��� ��	��: (0.3180.5
0.3330.5, 
0.4550.5
0.2220.5, 0.2270.5
0.4440.5)=(0.326, 0.319, 0.319), 
 	 �����
��	����� 	-
��: w=(0.338, 0.331, 0.331), ��� ��*� ����	����	!�� 	�����! 	����!. #�	����� 
[126, 133], ��� ������
)��� ������� �!
)��
���	��� �	���� �� ������-
��� ��+�� (	 ������ �
!���, ���� � ���������� (+���, �
��)) �	
����� 
����������� !�
�	�� ������-�����
)���� F���� ��+���. 

 
��/'�� 3.2. ?!��) �(��	�<��� �	� �
)������	� (�������): z1, z2 �� 

�	!� ��	��	����� ����� �������
)��� 	�*���� �� �
��!<=� 3?" [141]: 
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1 2
1 1/ 2 1 4

;  .
2 1 1/ 4 1
8 9 8 9

� �: ; : ;
< = < =

A A  � ���!
)���� �������� 3$# ��
!�� �
� 

�
)������	 z1, z2 	����� ��$ w=(w1, w2)=(0.567, 0.433). '�� ��� w1>w2, �� 
1 2z z� . ?� �(��	�� ���� �
)������	 z1, z2, z3 �� ��� *� �	!� ����� �����-

��
)��� 	�*���� �� �
��!<=� 3?":  

�

1 2

1 1/ 2 3 1 4 1/ 2
2 1 6 ;  1/ 4 1 1/ 8 .

1/ 3 1/ 6 1 2 8 1

8 9 8 9
: ; : ;� �: ; : ;
: ; : ;< = < =

A A �

� ���!
)���� �
���������� �������� 3$# ��
!����: 
w=(w1, w2, w3)=(0.304, 0.338, 0.358), �.�. 2 1z z� .  

 
��/'�� 3.3. '���� ����� �������� �����	�� ������	 ��������	��� ��-

����	 (����	� ������ � ����
�� F�����	��� �������	 � ������< ���

��-
�!�
)��� �����), ���
)�!<=� �
� ������ ��+��� ������ (�����) [55], 
�����*�=� ���)+�� ��
����	� �������	  � ��
)+� 	����, ��� ��� 	���� 
����� ��������� �!��� 	���	�� ��F��(����	 �������	 (��. �
. 4). A�	�� 
����� � ������
��< «	���	» ���	�	����� �������	, �
�*����� 	 ������ 
[99], !���	��� 	�
�� �������	 	 ��������<=!< ����������) ����� � !����� 
� 	������	�����  ����!���� �� �������	
�� ��	��!����� 	��� ���
-
���� ��� �������	 � ������ �
����	 (������	) �
� ��*���� ������� 	 	�� 
�!
)����*���	�, ��
)���+�� ������� 3$#, ���
)�!<=��� ������ 
���	���� �������	 �� ����	� ���(�
)��� ������� 	�������� ��� � ����-
���
)��� 	�*����. A*� ��	������� ����� �	���� � (�
������������)< 
����������� �(��	��� �� ������ ���
��!����� ������ �������	. 

?!��) ����(� Q (������-������) �����*� ������ 6-� �������	, 	 
����(� R !����	����� �� ����	����	� ������	 �������	  �
����	, ������� 
������� �����
�*��. �
� ������� ������ �!���	�� ������ (����(� �) 
�	
�<��� ������ �������	 &1={z1, z2, z3}, &2={z1, z2, z4}  &3={z2, z3, z4}.  

1 2 3 4                    
1 0 1 1 0 1 1
2 1 2 0 1 2 1
3 0 1 0 1 3 1

; ;
4 1 2 1 0 4 2
5 1 1 0 2 5 2
6 1 1 1 2 6 2

z z z z

8 9 8 9
: ; : ;
: ; : ;
: ; : ;

� �: ; : ;
: ; : ;
: ; : ;
: ; : ;
< = < =

Q R

1 2 3 4             
1 1 1 0
1 1 0 1 .
0 1 1 1

z z z z

8 9
: ;� : ;
: ;< =

T

 

���. 3.2. 
��"�� "����� «��&���-�������» (Q), «��&���-�����» (R), ������ ($) 
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���������� �������� �����	��� �
������ �� ���(�! ��	������ 
������� 	��� �������	 �� ���	�
� ��	�� ������ O=(0, 1, 2, 1) ������ � ��-
���! � 	���
����� �
����	, ������ �������� (0, 1), ����*������ ������� 
&={z1, z2}, �����*��� 	 O  ����	����	!<=� �������� � ���	��� �
����  �� 
�����*��� 	 �������� � 	������ �
����, ��� ���� ��� ����	��� ��
����), ��� 
��������	����� ������ ��
�� �
��� � ���	��! �
���!. A���������	����� ��-
������ 3$# 	 ������ ������
��� 	���	�� ��F��(����	 �������	 ��*�� 
��	��� � �+������!, �, �
���	���
)��,  � ��������� 	 ����� ��+���. 

� ������� [142, 143] ����
������� �
��!<=�� ����� ��+��� ����
��� 
������� ������	�, ���
���� ������� ������� ����������� �
)������	 �� 
���*���	� ��������� ������	 ������� �� ����	� �������
)���� (	�����-
��) ���	�������	�.  

�
� ��*��� ���� �
)������	 � ������� (i, j) ������
�<��� ������	��-
��� �� s-�! �����< ������� 	���	�� ��F��(����	 �
)������	 (��$) ,is, 

,js, �.�. ,is+,js=1. ��
�� 	���
�<��� 	���*��� 
1 1

,  
k k

i s is j s js
s s

D c D c, ,
� �

� �� �   

������� �������-���������� ����(� � ����+��� -ij=Di / Dj, � �����: 
B=||bij||, bij=-ij, bji=1/bij. ��
��� -ij ����	����� «��F��(����� �������
)���� 
���	�������	� i-� �
)������	�». ��
�� ��������!���� ��������	����� 	��-
��� ��������	 �
)������	 w=(w1, …, wg)T ������) ��� �����	����� 	����� 
(���  	 3$#) � ��+��� ��������� !��	����: B
W=7max
W, ��� 7max - ���-
���
)��� �����	����� ������� ����(� B.  

J�����, ������, ��� 	���
���� �	����	� ������	���� (bij=bik
bkj), �	-

�<=���� 	��)�� 	�*��� !�
�	�� �
� ������� 	�	��� (��. !�	��*����), 	 
������ �
!��� �� �������!����. �����	��
)��, �������	 ����� ,*

is, ,*
js �� ���-

���	����� �� s-�! �����< ������� ��$, ��
!���� 	���*���: ,is= 
,*

is/(,*
is+,*

js), ,js= ,*
js/(,*

is+,*
js). @��<�� �
��!��, 	�
��� -ij – F�� �� ������ ��F�-

�(��� �������
)���� ���	�������	� i-� �
)������	�, � �� ��������� � j-�, 
�.�. Di =Di/j , Dj =Dj/i :  

/ /
1 1 1 1

,  
k k k k jsis

i j s is s j i s js s
s s s sis js is js

D c c D c c
,,, ,

, , , ,� � � �

**
� � � �� � � �

* * * *� �
. 

'���� ��
!����: bik
bkj=-ik
-kj=(Di/k / Dk/i)
(Dk/j / Dj/k); bij=(Di/j / Dj/i)  	����� � 
����	��
	��� bij=bik
bkj, ���� �������, �������� ��������. 

 

+���?,�(/� 3.1. ������ ��$ ��������� �	
����� �����	����� 	����-

���, ����	����	!<=� ������
)���! �����	�����! ������< 7max ��
)�� 	 
�
!��� ��	������� (���
���	�����) ����(� ������ ���	����. 
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��������
)��	� !�	��*���� (��
�*��� 3) ����������	���� �
��!�� � 
	�� ����������������� !��	���� �
� B, ��<=��� ����� �� 	���
��� 
�	����	 ����(� ������ ���	���� (3?") (3.1) [141]: 

1

(1 ) 1 ... 1
1 (1 ) ... 1

det( ) det ( 1) ( ) 0,
... ... ... ...
1 1 ... (1 )

g g g

7
7

7 7 7

7

�

�8 9
: ;�: ;� � � � � �
: ;
: ;�< =

B E  

� �������� �
��!��, ��� ����(� B �!��� ���) ��
)�� �	� �����	����� �����-
�� (�� 	���
��� !�
�	� (3.1)), �� F���, ������� g �	
����� ������
)-
���. � ����	��� �
!��� �����	����� 	����� ����	������� 3?" �!��� ����-
	����	�	��) ������
)���! �����	�����! ������<, ������� ������ ��
)+� g, � 
�� ��	�� g. 

 
3.3. ���/(�<(�> '%,/0/��:/> ��� / �� &�%<&+��  
 
���*�� ����	��� F���� 33$#  ������
� �� �	����	�. 
I. ?������ 3?" �� ��*��� � � F����	 (�� ��
! � ��� �������
)��� 

	�*���� ����� �
)������	� ��� ��!���). >��!
)����� ��*���� s-�� !��	�� 
����� �	
����� g – ������������ 	����� �����
��	����� ������� ��$ – 

1 2( ,  ,  ... ,  )s s s
s gw w w�w . �	���� 	���	�� ��F��(���� ��� �������
)��� 	�*-

���� �
)������	 ,  {1, 2, ... ,  �}sc s� , 
1

1
k

s
s

c
�

�� . 

II. "�����!�� 	��	����*��� 	������ � � � �� �,  s s s
ij ij ijw i w j�w  
���
)��� 

��$ !��	�� 1 �� ����!
�� 3-� ����� ���
. 1. 
 

$����� 3.1. ����� "���#����������$� 3�/ 
 

?����*!������ ����-
��� ������ s-�� !��	�� 

�����, 1 2( ,  ,  ... ,  )s s s
gw w w  @������
)��� ��$ zi, zj 

������ �����-
��
)��� �����
-

��	����� ��$ 

I 1

1
, 1,

ggs s
i il

l
w a i g

�

0 1* � �V2 3
4 5

 
1

,  1,
gs s s

i i l
l

w w w i g
�

* *� ��  1 2( , , ... , )s s s
gw w w , 

{1, 2, ... ,  �}s�  
II 

s
iw , s

jw  � �
s

s i
ij s s

i j

ww i
w w

�
�

, � �
s
js

ij s s
i j

w
w j

w w
�

�
� � � �� �,  s s s

ij ij ijw i w j�w
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III � � � � � � � �
1 1 1

,  ,  1
k k ks s

ij s ij ij s ij s
s s s

w i c w i w j c w j c
� � �

� � �� � �  � � � �� �,  ij ijw i w j  

IV � �
1

g
i il

l
u w i

�
� �  

1
,  1,

g
i i l

l
V u u i g

�
� ��  � �1 2,  ,  ... ,  gV V V  

 
III. "�����!�� ����(! � � � �� �,  ij ij ijw w i w j� �W , ��� 	������ 

� � � �� �,  ij ijw i w j  ~ 
���
)��� �����
��	����� ��$ zi, zj !��	�� 2 �������
)-
�� 	��� ��	��!����� ��� �������
)��� 	�*���� �������	, ���������� ��-
����� ������ �� ����!
�� 4-� ����� ���
.1.  

IV. �
���
)��� ������� ��$ ������ �� ����� � ����!
 [141]: 

� �(1)

1

1 g
i ij

j
V w i

g �
� � , � �

1/
(2)

1
,  1,

gg
i ij

j
V w i i g

�

0 1
� �V2 3
4 5

. 

"	����	� ����=����� ���(��!�� 3$# �����!
�!�� 	 	�� ������� 
������. @������� � �� � � �� �� �1 2� = , :  � = , :i j i j i j j iz z z z z z z z� � . 

��%��'� 3.1. ?!��) ������ ���*���	� (������, �����) �������	 
1 1 2 1{ ,  ,  ...,  }gz z z �& �   2 1 2 1{ ,  ,  ...,  ,  }g gz z z z�& �  (&1�&2). ������� ����+��� 

(�����������) 1 �  i jz z , 2 �  i jz z  1 2,  ,  i jz z i j�& �& / , ��!(��	����� �� 
���*���	�� &1  &2 ��������	�� �������� �
��������� ���(��!�� 3$#, 	 
��=�� �
!��� �� ��	����<�.  

��%��'� 3.2. ?!��) �
� 3?" �
)������	 
( 1) ( 1)j g g

a
� � �

* *�A  � �ij i ja w w* * *�   

ij g g
a

�
�A  � �ij i ja w w�  ���*���	 &1  &2, ����	����	����, 	���
���� �	����	� 

(3.1) 3?" a)-d). '���� �� 	���
��� !�
�	�:  
1) '

ij ija a� , �
� ,i j g+ ; 2) � � � �' '1 1
g g

ij ija a0 1� +2 3
4 5

 

������� ����+��� (�����������) � �    i j i jz z z z� � , 1 2,  ,  i jz z i j�& �& / , 

��!(��	����� �� ���*���	�� &1  &2 ��������	�� �������� ����������� 
���(��!�� ������ ���
�� ������, ��	����<�. 

��%��'� 3.3. ?!��) ������ ���*���	� (������, �����) �
)������	 &1  &2, 
&1�&2. ������� ����+��� (�����������) 1 �  i jz z , 2 �  i jz z  

1 2,  ,  i jz z i j�& �& / , ��!(��	����� ��������	�� �������� �
�����-
���� ���(��!�� 3$# �� ���*���	� &1  ����(��	����� ���(��!�� 33$# 
�� ���*���	� &2, ��	����<�. 
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#� ���
.3.1 �
��!��, ��� �!��(�, �� ����	� ������� ��������� ��+��� 
	 33$# (����	�� �� �!��(�� �������
)���� ������	� i-� �
)������	� �� 
	��� ��	��!����� �
)������	  ������	), ���� 	�: 

� � � �
1

1 1

1  
ggg

i ij i ij
j j

f w i f w i
g � �

0 18 92 3� �� V: ;2 3< =4 5
, 

� � � �
11 1

1 1 11 1
,  ,

g gs g ggk ks s s si
ij s ij s i il kls s

s s kl li j

ww i c w i c w a a
w w

�

� � �� �

8 90 1 0 1� � � : ;� � �V V2 3 2 3� 4 5 4 5: ;< =
 

	�
��� s s s
kl k la w w�  - F
������ 3?" �� s-�! �����< 3$#. 

"����!
�!�� ����������� !�
�	� ������-�����
)���� �!��( ����-
���
)���� ������	� 	 ������� ���*���	� 	�������� ��+���-�
)������	 X 
 ���*���	�, �����
)���� �� ?����� Pf (X).  

��%��'� 3.4. %�
 �!��(� �������
)���� ������	� 	 ����� x* �������� 
������
)���� ������� �� ���*���	� 	�������� ��+���, �� x* 	���� 	 ��-
����-�����
)��� ���*���	�. 

��������
)��	� ������ 3.1-3.4 - 	 ��
�*�� 3. 
"
��!�� ���*� ������), ��� �	����	� (3.1) 3?" a)-d) �	
�<��� !�
�	�� 

�������� 3$#  ����<��� �� !��
���< 	���
������. A�	���
���� 
!�������� �	����	 ��	��� � ������������! ���
)��	��< 3$# (��. !�	��-
*���� 3.1). 

 
3.4. ���L&+��+/�()< =�/'�� =�/'�(�(/> ����  
 
#�
�*����� 	�+� ����� 33$#, �������� �� �������!, �!*������ 	 ��-


����� 

<����(. ?���*�� F���� 33$# �� ������ ������ 3.2.  
���� 1. ?!��) 3?" �
)������	 (�������	) �����	
��� �� ��*���! � 

�	!� ������ ��	��	����� ������	  �������� 	���	�� ��F��(����. 3��-
�(� ������ ���	���� 1

IB   1
IIB  �������	
��� �
� !�����	� 	 ���+������ 

	��, 	�
<���  �(��� �����	����� 	������	 j
lw   � �����
��	����� �����-

�� j
l���"w  (	����� ����� !����	��� ����� ������, �*�� – ����� F����). 

����
��� ���	���� � �������)< �� 3-� �����	. 
1 1

1 2 3 1 1

1

                                                

1.000 0.500 3.000 1.145 0.300
2.000 1.000 6.000 2.289 0.600 ;
0.333 0.167 1.000 0.382 0.100

���"

I

z z z

8 9
: ;� : ;
: ;< =

B

w w
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2 2
1 2 3 1 1

2

                                                  

1.000 4.000 0.500 1.260 0.308
0.250 1.000 0.125 0.315 0.077 .
2.000 8.000 1.000 2.520 0.615

���"

I

z z z

8 9
: ;� : ;
: ;< =

B

w w

 

?� 2-� ��	��	����� ������� �(��� �
)������	, �
��!� ����(�����! 
3$#, �!�!� ��	��: w0=(0.316, 0.352, 0.332). "��
���� ����(��	�����! 
3$# ��
�� �
��!<� �����	�. 

���� 2. ?� �	!� ������� �����!�� 3?" 1 1 1 1( ,  )II ij i jw w w� �B   
2 2 2 2( ,  )II ij i jw w w� �B : 

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

1
1.000;1 .000 0.300; 0.600 0.300; 0.100
0.600; 0.300 1.000;1 .000 0.600; 0.100 ;  
0.100; 0.300 0.100; 0.600 1.000;1 .000

II

8 9
: ;* � : ;
: ;< =

B  

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

2
1.000;1 .000 0.308; 0.077 0.308; 0.615
0.077; 0.308 1.000;1 .000 0.077; 0.615 .
0.615; 0.308 0.615; 0.077 1.000;1 .000

II

8 9
: ;* � : ;
: ;< =

B  

��
�� �����
�!�� �� ��*���! �����< ��*�!< ���! F
������	 ���	��-
�� �
)������	  ��
!���� �������
)��� 
���
)��� ��$ (�� ����!
�� 2-� 
�����, 3-��  4-�� ���
�(�	 	 ���
.1), �������: 

� �1
12

0.300 0.600; 0.333;0.667
0.300 0.600 0.300 0.600

w 0 1� �2 3� �4 5
,  �����
��� � 	 ���-

�(� �����
��	����� 
���
)��� ��$ �� ��*���! �����<: 
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

1
0.500; 0.500 0.333; 0.667 0.750; 0.250
0.667; 0.333 0.500; 0.500 0.857; 0.143 ;  
0.250; 0.750 0.143; 0.857 0.500; 0.500

II

8 9
: ;� : ;
: ;< =

B  

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

2
0.500; 0.500 0.800; 0.200 0.333; 0.667
0.200; 0.800 0.500; 0.500 0.111; 0.889 .
0.667; 0.333 0.889; 0.111 0.500; 0.500

II

8 9
: ;� : ;
: ;< =

B  

���� 3. L����!�� ����=���!< ����(! � � � �� �,  ij ij ijw w i w j� �W , 

��� 	������ � � � �� �,  ij ijw i w j  ~ 
���
)��� ��$ zi, zj !��	�� 2 �������
)�� ���� 
����������� ��������� ���	����, ���������� ������� ������ �� ����!
�� 
4-� ����� ���
.1, �������, 
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� � � � � � � �1 2
12 12

1 1; 0.333 0.800 ; 0.667 0.200 0.567;0.433
2 2

u u 0 1� � � �2 3
4 5

. 

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

0.500; 0.500 0.567; 0.433 0.542; 0.458
0.433; 0.567 0.500; 0.500 0.484; 0.516 .
0.458; 0.542 0.516; 0.484 0.500; 0.500

8 9
: ;� : ;
: ;< =

W  

���� 4. �
���
)��� ������� ��$ ������ �� ����!
�: (1)

1

g
i ij

j
V w

�
� � ,  

����� �����
�!��: V=(0.357; 0.315; 0.328). 
'��� �������, ���
���� ����(��	����� ���(��!�� ��$ ���	�� �	!� 

�
)������	 �!�!� ��	��: 0.357; 0.315, ��� ���
��!���� � �(�����, ��
!������ 
�� 2-� ������� 	 ���	�����
)��� ������ �
)������	. 

?����
*�� ����������� ������ 3.1, ��
!�� �
��!<=� �������
)��� 
	���	�� ��F��(����	:  

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

1 2

7; 7 7;1 0 7;5 15;1 5 15;1 0 15;20
10; 7 10;1 0 10; 5 ;  10;1 5 10;1 0 10; 20 ;
5; 7 5;1 0 5; 5 20;1 5 20;1 0 20; 20

8 9 8 9
: ; : ;* *� �: ; : ;
: ; : ;< = < =

B B  

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

1

0.500; 0.500 0.412; 0.588 0.583; 0.417
0.588; 0.412 0.500; 0.500 0.667; 0.333 ;  
0.417; 0.583 0.333; 0.667 0.500; 0.500

8 9
: ;� : ;
: ;< =

B  

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

2

0.500; 0.500 0.600; 0.400 0.429; 0.571
0.400; 0.600 0.500; 0.500 0.333; 0.667 .
0.571; 0.429 0.667; 0.333 0.500; 0.500

8 9
: ;� : ;
: ;< =

B  

A������
��	����� �(��� �����	����� 	������	, ���
���� 33$#, �!-
�!� ��	��: w1=(0.493, 0.580, 0.411), w2=(0.505, 0.405, 0.575), ����	����	����. #��-
��	�� 	���	�� 	����� �� ��	��	����� ������� ��	��: w=(0.336, 0.332, 0.332), 
��� ��	����� 	�����! 	����!. 

?�	������� ������ �	����
)��	!<� � ���, ���, ��-	����!, �� �!=�-
��	!�� ������ !�	����
)��� �!��( (��
������) ���
����( ������	 � 
(�
)< 	����� 	 ������	� ��
!�+��� ����	�
)���� F
������ � �����
)���� 
���*���	� ?�����. @��!*������ ������(� �	������� ������ ���	�
��� ��-
����)��, ��� �� ����	� 	�+�������
����� �!��( �������
)���� ������	� 
	����*�� ������	����	�� !���������� ���
��!���� F
������	 (�
)�����-
�	, �������	). A� ����	� ������ ������( ������ ������ ���	����, !�-
��+�� ��+�� ��� ���
����� ����� (�������, [91]). 

	�����. � �����
� ����������� �	����	� ������( ������ ���
�� �-
�����, ���+��<=� 	����*���� �
���������� ������, � �����: �) ������-
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��, ��� ��������� ����+��� ����������� �� ������ ���*���	� ���	�-
	����� �
)������	 3$# �� �������!�� (������� 3.1); �) ��������, ��� ���-
���(� ������ ���
�� ������ �������!�� ��������� ����+��� �������-
���� �� ������ ���*���	� ���	�	����� �
)������	 3$# (������� 3.2); 
	) �������� ������-�����
)����) 	�������� ��+��� �� ����(��	�����! 
�����! ���
�� ������ (������� 3.4).  

3���� ��*�� ���) ������� �
� ��+��� �
������!��!���	����� �����, 
	 ���

���!�
)��� ������� ������*� ������ ��+���, �� ��+�� ����-
� ���������	���. ��� �	�����, ���� � F����	 	 ���
���	���
)���� +���	 
���������	��� �	����	 (��	�����) ������� �	
����� �(���� ��	�		����� 
(	���, �
)������	�) �� ������� � ���
��!<=� ��!���	�� !���������-
�� ��	�		�����. A�
������ ������(� 33$# �	������ �� �����������-
���� 	 ��+�� �����������
)��� �
��������
��	����� �����, ������� 
���!� ��	��� � �+������! ��+��<. 

3���� 	������ 	 ���

���!�
)�!< ����!�����
)�!< �����! #3"D@� 
[24]  ���+�
 !���+�!< ������(<. 

A� ����	� ������ 	����*�� 	���� ����
�� �������	��� ������ ��-
�����	, ������ (�
������) ��������	��� (�
)������	�), � ���*� ������	�-
�� ��

���	���� ��+��� �������
)�� ����� ��������	������ �������� �@ 
��+���� �����������
)��� ����� �� ����	� ��<=��� ������ �� ����-
��� �������: ������	� ��������	��� ��������, 	���� ��������	���, ��
!-
������ �� ������
)��� 	������. ������	� ��������	��� ��
����	���� 	���-
*����� 	 ��
� ���	
)�� ������������ �������	 (������� �>) �������
)�� 
��=��� ��
� ������	
����� � ��������	��<. @�
���
)��� ����������)< 
����������� �
� F��� (�
 ���������� ������( �	������� ������ ���-
��� ���	���� �	
����� 	����*����) ����������� ���
�� �������� ���-
��<=��� ���	�	����� ������	 �
)������	  ��������	����� ����*���� 
����!�� (��
!�+�� ��+��� �!��� �����	
��) �����!� ���
)�!���� 
�	���� ������	 – �!��( �������
)���� ������	�).  

>��!
)����, �������	
����� 	 3-� �
�	�, ��!�
��	��� 	 ������� [11, 16, 
72, 76, 79, 91, 96, 174]. 
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«…����� ��������� ������������ ��������� ������ ����!��� � ���-
������" ��������. �������������� 2��$� ������ ���������� �������� 
�%�������, ��$�� "� ��%����" ������������� �������� � �������������" 
�	3. 
����� )�$ ����$� ������� – 2�� ���$�� ����!�� � ���������" 
������������� ��%��"�! "������… ����!� �"���� � 2��� ������� ����-
����� ��%��������� ������ � �����» /$������ A.A. 3����	/ 

 
	���� 4. ����D �E������� ������������ � 
��������� ��J�� � �����������M ������� 
����������	 �"���� 
 
?��*�� ��� �
�*�) ��=!< ����! �����	��� ��������	��� [55, 108, 175] 

�������
)�� � ��+��< ����� �������( �������� �
�*���� �@, ��-
�� �������	�! ����� ��������	��� �������� �@ 	 !������ �
� ��
���	�-
�� ����� (��. �
. 1). 

?������	�� �����. ?!��) ������ ��������� ���������� ������, ����-
��� ��*�� ������)�� 	 ����� � I ��������, ������(� � ������� �����*�-
�� 	 ���
�!��� ����
�	, ��������� g ������� 	 ��������� ������� 	��-
��� t  �	
�<=��� �
!������ �������� 	��������� ����. J����� ������ 
	 ���, �����, ��� ��!��<=!< 	�����! (F����������
)��� ������ �������� 
��������� ����+	����� ������	 �� ������ ��������� �@)  ���
�-
�!� F����������
)��� �������� ������	 	 ���
)��� 	�����, ������
�) 
����! (�����) �������� �@. 

 
4.1. &(%�()� =%(>+/> / %=��,���(/> 
 
� ������=�� 	���� ������ ���
�� �������	�� ������ ���
)�!���� 	 

������� ������( ������������������ ����
�� ��������	���. ���	
�-
�� �������	��� ���������	 ������ ��!��<=� �������	 ���� 	����*-
����) ���	���) ������	����� ���
� ������� ������(, �������, � (�-

)< �
������( �������	  !���)+��� � ��
�. 

#�	����� [52], ��� (�����
)��� ����
���� ���������� ������� � ������� 
��������	��� �	
����� ���� �������	��� ���������	 �������	�� ����-
�� �������	. ?� ����� �������	��� ���������	 ���
)�!���� ������� 

������� �!��(�, 	 �������� ������ ���������	��� �����
)��� ���� �!-

�	�� �!��(�, � ���*� ����� ������� �!
�	��  (�
���
����� ����(. 
@���	��� ����
 ��������� (
�������) ���(��!� ��������	���  	������, 
�	������� �� �
�*����)< � ���
��(, ����������� 	 ���� ����� (�������, 
[22, 23, 52, 55, 88, 175]). L����
�!�� ���
)�!���� ��
�� ������, ������) �� 
������ [52, 55, 156]. 
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"���������� �������	�� ����� ��������	��� ���
<������ 	 �
��!<=��. 
#��
��!���� ��������� ���*���	� �������	 O. @������ F���� ���*���	� ��-
��	�<��� ������� �������	 1{ ,..., }nz z . #�	�����, ��� ���*���	� O �������-
	�� 	 	�� ��������� ����������<=��� ������*���	 (�
����	) 

1{ ,  ...,  }I� � . #������ �������� ����� �������	 1{ ,  ...,  }mY Y  � O, � ������� 
�	�����, ���� �
����� �� �����
�*�� (F�� ���(������ 
 ��!��<=� ���-
����).  

'���!���� �� ������	
�����! �����! ������� �������	, �.�. �����< 
���������� ������� Y � O (�� 	����=��� 	 ��!��<=�� ���*���	�), � �������, 
	���=� ��	���, ���	�����, �����! �
���! �� �����
�*�, ������
�) F��� 
�
���. 

?�� �������������)< ����) ��������� �����
���) �������	��� ���-
�������	�, �����*�=�� ������� ������ �
���� (��
��� �������������)) 
 
����!=���	���� ������ �
���� (�������� �������������)). 

?� �������� �
�������� ��������� ���(��!� 		����� ������ 
F
����������� �
���������� [52], ��� ������� ��������� �������� ����-
�� ��!��<=��� �������.  

'���������� 4.1. ?!��) H ~ ��������� ����� � r ���
���� �������	 
	�� 

1
{ ,..., }

rj jH z z� ,  �!��) Y ~ ��������� ������ � O, Y=(a1, . . . ,  an), ����) 
aj – ������� ������� zj, j = 1, 2, ..., n. A���� H 	���
��� 	 ����� ������� Y 
�������� 

1
{ ,..., }

rj ja a . %�
 ������ Y �����
�*� ��!��<=��! ���*���	!, �� 

����� 
1

{ ,..., }
rj ja a  ����	�<� F
���������� �
����������� (P�), ����*���-

��� �������� � H  ��������<� (Y, H). 
�
����) �������	 ' ' ' '

1 2( ,  ,  ...,  )gY a a a�   '' '' '' ''
1 2( ,  ,  ...,  )gY a a a�  � �
���� 

,�(�1, …, �I) �� �����! �������	 
1

{ ,..., }
rj jH z z�  �!��� �(��	��) 	�
�-

���: 

 
1,  ,  {1,2,..., }

( , , )
0,                          ����

t tj ja a t r
B Y Y H

* **� ��U* ** � �
U�

, (4.1) 

��
 ������ (�
���
�����,  	�
����:  

 
1,  ,  {1,2,..., }

( , , )
0,                          ����

t t tj j ja a e t r
B Y Y H

� * **� + �U* ** � �
U�

, (4.2) 

��
 ������ 	�=���	����������� (em - �������) ������� ������� zm). 
'��� �������, ������� Y'  Y" �
�� �� �����! �������	 H 

(B(Y', Y", H) = 1) �����  ��
)�� �����, ����� ���� ����� ��	������ �������-
��	 (Y', H)  (Y'', H). 
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'���������� 4.2. L������� ������ ������� Y' � �
���� , 	�� (Y', H) ��-
��	�� �������	��
)��� ������� �
� ,, ��
 �
� 
<���� ��!��<=��� ������� 
Y", �� �����
�*�=��� �
���! ,, ���� ����� B(Y', Y", H) = 0.  

'���������� 4.3. L������� ������ ������� Y' � �
���� , 	�� (Y', H) ��-
��	�� �!���	�� �������	��
)��� ������� �
� ,, ��
 	���
���� �	� !�
�-
	�: 1) �
� 
<���� ��!��<=��� ������� Y"L, ���� ����� B(Y', Y", H) = 0; 2) 
�
� 
<���� ������ H'�H, �������� ��!��<=� ������ Y"L,, �
� �������� 
B(Y', Y", H) = 1. '!���	�� �������	��
)��� ����� �	
����� ����������� 
(�� �*�� �� ������ ����������) ��
���) ����*��<=� ��� ������ �� ����-
����� �������	 � ��!�� �
����	). 

'���������� 4.4. A���� �������	 H ����	�� ������, ��
 �
� 
<��� ��!-
��<=� �������	 Y'  Y", �����
�*�=� ������ �
�����, 	���
���� 
B(Y', Y", H) = 0. ��!�� �
�	��, ���� - F�� ����� �������	, �� �������! ���-

��<��� 
<��� �	� ������� � ������ �
����	. 

?������, ��� ��
 ����� �������	 H1 ~ ����, �� 
<��� ����� �������	 
H2 �����, ��� H1  H2, ���*� �	
����� ������. @�����, ��
 ������� �
�� �� 
H2, �� �� �!�!� �
��  �� H1, ��
 *� �	� ������� �
�� �� �����! ���
�(�	 
H1, �� �� �� 	����� �!�!� �
�� �� H2. � F��� ����
� ��
�� ������� ����� 
��
���<� ��
)+�� �������	����)<,  ���) ����
 �����) ����� �!���	�� 
�����. 

@�=�� ����� ������ ��+��� 	 ��������<=�� �
������ �
��!<=��22. 
A� F���� ��!���� �
� ��*���� �
���� ,�(�1, …, �I) ������� ��������� ���-
*���	� F
���������� �
����������	 V,  � �������� �	����	��. A� F���� 
��������	��� ��!=���	
����� ���(��!�� ��
���	���. 

>�������	����� ������ Y ���	�	����� � ��*��� ��!��<=� �������� Yi 
�� ��*���! ����!. � �������+�� 	������ ��������, ��� ������ Y ��
!���� ��-

�� �� �����
�*����) �
���! ,, ��
 Yi�,  ������ �������	 Y  Yi ��	����-
<� �� ���*���	! �������	 H (	 F��� �
!��� B(Y, Yi, H) = 1). �
� ��*���� �
��-
�� ,�(�1, …, �I) 	���
����� �(���� �����
�*���� G(Y, ,) ������� Y �
���! 
,, ������� ���� 	�: 

 
( , )

1( , ) ( , , )
| | l

l
Y H V

G Y B Y Y H
V ,,

,
�

� � , (4.3) 

��� |C| ~ ��=����) ���*���	� C.  

������������������������������������������������������������
22 ����	�� �
����� ��
���	��� �� �������	��
)��� ������� ����� 	 ������: �������	� D.�., E!-
��	
M	 Q.#. 3���
) ��������<=� �
������	 � �������	��
)��� �������  ������� ������� 
���*���	 // E. 	���
. �����.  �����. ��. - 1981. - '. 21. - �5. - ". 1264-1275. 



96 
 

%�
 
1

( , ) max ( , ),  ( , ) ( , ),  s j s uj I
G Y G Y G Y G Y s u, , , ,

� �
� / / , �� ������ Y ��-

����� � �
���! ,s; ��
 
1
max ( , ) ( , ) ( , ),  j s uj I

G Y G Y G Y s u, , ,
� �

� � / , �� ������-

�� ����� �� ��������	���.  
@(��	��� ������	� �
������ ��������	��� ����	�����, ��� ���	
�, 

�� ����	� ���(��!�� ���
)��=��� ������
�. 
 
��+�/@(%� =��,&+����(/� ,�(()* / $(�(/<. � ���

���!�
)��� ��-

����� 	��	
��� ���������������  ������ ��+���, ����	����� �� �����-
	�� ������� ��������	��� ������	, ���
)�!���� ����
) �������	
��� ����� 
	 	�� ����(� «������-������».  

A*���	������� �����  ���
�!<=� ��� �
����� ��������	��� ��-
������ �@ ����	�� �� �������� ����
 �������	
��� ������  ����� [23, 
175], 	�
<��<=�� ����(! ������ (Q) �������	 	 ����������	� ��������-
������� �������	  ����(! ���
���� (R) �������	 	 ����������	� �
��-
����(����� �������	 ($.%. &���	����). ?���!=���	� ������ ����
 ��-
����
����� 	����*����)< ���
)��	��� �������	  ������	 ��������� ����-
����, ����

�
)��� ���������� ������(  ��������� ����  ��� *� 
�
<��	�� �
������	 �� ������ F����� ���
��( ���

���!�
)��� ������ 
�����	��� ��������	���, ������ �� ���
�� ����� �� ������	����	���)  
������ ������� ��+���. A� ��. 4.1 ��	����� ������ ����( ������ 
Q, ���
���� R  �����	 T [23, 175].  
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���. 4.1. 3������ �������� Q, �����%���� R � ������ T. 

 
P
����� qij ����(� Q ������ ������� j-�� ������� �
� i-�� �������. 

"����� qi ����(� Q �������	
����� ������! Yi (i�{1, …, N}), ��� N – ��
� 
��!��<=� �������	. � �
!���, ��
 ! ������-
�� ������� 	 ����(� Q �����-
�� ������� �������� ��	�
�� «–», �� ��������, ��� ������� ����	����-
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	!<=��� ����������������� ������� ������
��� (������ ��*�� ������) 
��� �!
�	��, ���  ������� �������, � 	 �
!��� k-������� �������	 – 
<-
��� (�
���
����� ������� � ��������� ����	�
� ������� �������).  

"���� ����(� ���
���� R �������	
�<��� ���������� ������� 
����(� Q, ���
�(� – �
������(����� ��������, ������
�<=� ���
�-
��� �������� ������� �������	 �� �
���� F�		�
������� (�������� 
�
������(). P
����� rij ����(� R ������ �����
�*����) i-�� ������� ��-
���! � 	���
����� �
����	 �� j-�! �������! �
������(. �
� !������ 
����� �����
�*���� ������� �
���! ���
)�!���� ����� F���� �
���� �� ��-
��	����	!<=�� �������� �
������(.  

3��*���	� 	��� ����	����<=��� ����� ����(� R �������	
��� ���*�-
��	! 	���
����� ������	. P
������� ������ �	
�<��� �������, �������	
��-
��� ������� ����(� Q, �������	
����� ������	�� ������� ����(� R.  

%�
 ������ �����	����� ������� �
������(, ����(� ���
��-
�� 	���*������ 	 ���
��(, ��� ����	����	!�� ����(�����! �������	
��< 
����� 	 ������� ��������	��� ������	 [55].  

>���(� ����(� ������ �� ���� ���) ��	��!�����) ����� ����(� ��-
����, 	 ������� ������� �������	, 	����=� 	 ����, ��	������ �� �������-
� ���
������ �������	 ��
��!����� �������. 

J����� ��������	��� ������ 	 ������
�� �� ����(�� Q  R ������, 
�������! �����
�*� �������� ��	��!�����)< �������	 ��
��!���� ���-
���, ��� ���	
�, �� 	����=� 	 ��!��<=!< 	�����!.  

�
� ��+��� ����� ��������	��� 		����� ������ ������������� 	 
������  ������, ���
)�!���� 	 ������ ���� ���

���!�
)��� �����, ��-
�����, [39, 40] (�
. 1, ������
��� 1.16). 

�!��� ���
)��	��) ������ ��	����� �������	, ��
���� �� ��	�-
������� 	 [175].  

A���	�� ������ ��	����, ��
 ������ ���� �� ���� ���� �������	 
� ������ ������	, ���
������ F�� ��������. 

"�	��!�����) �������	, ���
��<=� 	�� ���� �������	 � ������ ����-
��	 (�
����	, �� ��*��� �������� �
������(), ����	�� ������������ 
������ (��
�� �
�	� «������������» �!��� ��!����)). ��!�� �
�	��, ��-
��� ���
�(�	 ���
(� Q ����	�� ������, ��
 	 ������
(�, ������	����� F�� 
�������, 
<��� �	� �����, ����	�<=� ������� � ������ �
����	, ���
�-
��. 

��� ��
� �������� 	�+�, ���� ����	�<� �!���	�� [55] (������������� 
[175]), ��
 ��
<���� 
<���� ������� � ����� ���!+��� ��� �	����	� ���) 
������.  
"�	��!�����) �!���	�� �����	 �������	� ����(�� T, ����� ������� �����-
��	
��� ������, � ���
�(� – ��������������� ��������. "����� Ti ����(� 
T (��. 4.1) ����	����	!�� i-�! �!���	��! (�������������!) ����!, � ���
�(� – 
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�������� � ��	��!����� 1 2( ,  ,  ...,  )MZ z z z� , ��*��� � ������� �����*�-
�� ���� �� 	 ����� �����, 1ij jT z� [ �

1 2
{ , ,  ...,  ,..., }

h gi i i iz z z z  (ih� {1, …, M}, 

g � ��
����	� �������	 	 �����), 3 � ��
����	� �������	 	� 	��� �!���	�� 
������, �������	
����� ������� ����(� �. 

3��*���	� �������
)��� �������	 (	����=� 	� 	�� �!���	�� ����� 
[23, 175]) ����	�<� ����� 	��� ������������ �����	, �����
)�! ��
<���� 

<���� ������� � ���� ���!+��� �	����	� ��*���� � �����	 ���) ������.  

J�����, ��� ��
����	� ���
�(�	 	 ����(�� Q  T, ��� ���	
�, �� ��	-
������, �����
)�! 	 ����(! T 	�
<���� ��
)�� ���
�(�, �������	
����� ��-
������������� ��������, 	�+��+� 	� 	�� �����, ������������ �� ����-
��� ����(� T. @����� �
� �������� ��
)���+��� �
�*��� ����� ��
� 
���
�(�	 	 ���� ����(�� ��	��� 3. 

?� qij�{0,1, «�»} 		������ �
��!<=� ������
���.  
�	� ������� ����<��� ���
����, ��
 ���� �� ��� ������������-

��� ������ 	 ����� ������ ������� �����<� ������� 1 (0), � 	 ����-
� ��!���� – �	������, �� ���) ������� 0 (1). 

?�� 	���	�� ��F��(����� ������� ��������� ��
�	�� �(���� ��� 
���
��<=�� ���������� [175] 
 ������(����� 	�� ������� [55]. 

L����
�� �!
)����*���	 ���
)�!���� �� ��
)�� �� �
�*�� ����-
��	 ������
��� 	���	�� ��F��(����	 �������	  �����	, ��  	 �
. 5 �� 
�
�*�� �������	� ����� 	����� �����
)��� ������ �����(� �	����	�-
�� ��� ������ �������	 �������� �@ (������
��� 5.1, 5.2). 

 
4.2. �%�'��/$' '��K+/'(%?�&+� 
 
3!
)����*���	�� A, ����*������ ������� ���*���	�� U={x1,x2,…}, 

	�� F
������ �������� ���
���, ����	����� ��	��!�����) ��!�� F
������	 	-
�� �={kA(!)•x|x�U, kA(!)�Z+}. J���) kA:U�Z+={0,1,2,…} ����	����� �!��(�� 
��
� F�����
���	 �!
)����*���	�, ������
�<=�� ��������) 	��*���� F
�-
����� xi�U 	 �!
)����*���	� �, ��� ���������� ��	�
�� «•».  

%�
 kA(x)=�A(x), ��� �A(!)=1 �� x��  �A(!)=0 �� xL�, �� �!
)����*�-
��	� � �����	��� ������� ���*���	��.  

%�
 	�� �!
)����*���	� �������	� A ={A1,A2,…} �����!<��� � F
����-
��	 ���*���	� U, �� U ����	����� ������� �
� �������	� A, � ���*���	� 
SuppA={x|x�U, �SuppA(!)=��(!)} – ������� ���*���	�� 
 �����
�� �!
)��-
��*���	� �.  

3�=����) �!
)����*���	� |�|=\xkA(!) ������
����� ��� ��=�� ��
� F�-
����
���	 	��� ��� F
������	; ����������) �!
)����*���	� 
/�/=\x�A(!)=|SuppA| – ��� ��=�� ��
� ���
���� F
������	.  
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3�����
)��� ������� �!��( �������� hgtA= )(max xkAGx�
 ����	����� 

	������, � F
����� xA*=arg )(max xkAGx�
 – ���� �!
)����*���	� �.  

3!
)����*���	� ����	����� �!���� ., ��
 k.(x)=0,  ������
)��� Z, 
��
 kZ(!)=

A�A
max kA(!), Bx�U.  

A�� �!
)����*���	�� 	���
��<��� ����(����� ��������-���-
*���	����� �����(, ���� ��� ���������, ����������, 	������, ����
-
����, ������������ �������), ������ ����	�����,  ��� ��	�� �����(�: 
�
�*���, !���*���, !���*��� �� ��
�, � ���*� 
������ ������( ���-
��(�. ?�	���� ��������� ����	��� �����( ��� �!
)����*���	��: 

���������    A� B = {kA�B (x)•x | kA�B (x)=max(kA(x), kB(x))}; 
����������     A	 B = {kA	B (x)•x | kA	B (x)=min(kA(x), kB(x))};  
������������ �
�*���  A+B = {kA+B(x)•x ] kA+B(x)=kA(x)+kB(x)}; 
������������ 	������ A�B = {kA�B(x)•x ] kA�B(x)=kA(x)�kA�B (x)}; 
������������ �������)  A�B = {kA�B(x)•x ] kA�B(x)=|kA(x)�kB(x)|}; 
����
����    A = Z–A = { )(xkA •x | )(xkA =kZ(x)–kA(x)}; 
!���*��� �� ��
�  h•A = {kh•A(x)•x ] kh•A(x)=h
kA(x), h�Z+}; 
������������ !���*��� �•	 = {k�•	(x)•x ] k�•	(x) = kA(x)
kB(x)}; 
������������ �-�� ������) �� = { )(xk �A •x ] )(xk �A = (kA(x))�};  
������ ����	�����  A�B = {kA�B•^xi, xj_ | kA�B=kA(xi)
kB(xj), xi�A,xj�B}. 
��
�� �������!< ������(<  ������ �������� �����
��� �!
)-

����*���	 ��*�� ���� 	 ������� $.�. ?����	����� (�������, [131]), � *� 
	���	�� 		����� �
��!<=� ����� (���	�������), �� ����	� ������� ������-

�<��� ���
���� �
���� ��������� ����������	 �!
)����*���	 (A, d): 

 
 d1p(A,B) = [m(A�B)]1/p; d2p(A,B) = [m(A�B)Im(Z)]1/p;� 
 d3p(A,B) = [m(A�B)Im(A�B)]1/p, (4.4) 
 
��� p – (�
�� ��
�, m – ���� �!
)����*���	�, �����	��
)��� �����(���
)��� 
�!��(�, �������� �� �
����� �!
)����*���	.  

?�����
� ��������� ������� ������ ���� �!
)����*���	: ��=����) 
�!
)����*���	� m(A)=]A]=�ikA(xi), 
������ ������(� �!��(� �������� 
m(A)=�iwikA(xi), wi>0. � ���
����� �
!��� ����� (4.4) ��<� 	�: 

 � �
1/

1 , | ( ) ( ) |
l l l

l

p

� A B
x U

d A B w k x k x
�

0 1
� �2 3
4 5
� ; (4.5) 

 
� �

1/

2 , ' | ( ) ( ) |
l l l

i

p

p A B
x U

d A B w k x k x
�

0 1
� �2 3
4 5
� , w'l=wl/ �

�

h

j
jw

1
kZ(xj); (4.6) 
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� �

1/

3

| ( ) ( ) |
,

max[ ( ), ( )]

l l l
i

l l l
i

p

A B
x U

p
A B

x U

w k x k x
d A B

w k x k x
�

�

0 1�
2 3� 2 3
2 3
4 5

�
�

, wl>0. (4.7) 

?����������!�� �����*���
)��� ����
 ����� (4.5)- (4.7).  
'������� "������ d1p(A,B)=[m(A�B)]1/� (���!
) ������������ �������) 

�	
����� ������� ��� q������, ����(���� ���
)�!���� 	� ����� ��-

�*����.  


�������� ���������� "������ d2p(A,B)=[m(A�B)/m(Z)]1/� ���������!�� 
���
�� ��*�! �	!�� �!
)����*���	�� A  B, ���������� � ��������<, 
������
)�� 	����*���! 	 ������� ����������	�.  

6������� ���������� "������ d3p(A,B)=[m(A�B)/m(A�B)]1/� ������ ���
-
��, ���������� � ������
)�� 	����*��� «��=�� ����» A�B ��
)�� F�� �	!� 
�!
)����*���	 	 ������� ����������	�. L!��( d2p(A,B)  d3p(A,B) !��	
�-
�	���<� !�
�	< ������	� 0�d(A,B)�1. L!��(� d3p(A,B) �� ������
��� �
� 
A=B=., ��F���! �� ������
��< ��������� d3p(.,.)=0. 

A*� ���� ��	�� ���� �������
)��� 	�*���� �!
)����*���	, ���	�-

	+� ���	�	��) 	������	���� ������  ������
��) � 	���	�� ��F�-
�(����. 

 
4.3. ��;%�/+' +�&+%�%;% ��&=%$(���(/> &%&+%>(/> �  
 
@�����, ��� �������� ���������� ������� �����	����� 	� ����� 

�
!���� �
�*��� 	 �
! ���� 	���
��
)��� ��!������� ����������� �����-
����, 	�����<=� �� F���� ����� �������	��� ���������	 ������ ���-
����	 [52]. ?� ��
� �������	, ��	��� 3, ��
� ���!���� ������*���	 ��-
���	
��� 23~1,  ������ ������� 	��� ������*���	 �����	����� ��	����*��� 
!*� �� 3 ������� 20 ��*� �� ��	�������� 	���
��
)��� 	����*������. � 
�
! F�������(�
)���� ����� ��
� ���������	 �� 	�������� ���������� 
������, ��+��� ����
��� ��
)�� �� ���� ��	�+��� ����	����
)���� 
	���
��
)��� ����� �����
)��, ��F���! �������� ��������� ������	 
	��)�� ����!����
)�� �� ��
)+�� ������ ��!��<=�� ������( [50, 52]. 

A���������	����� �������� �����	��� ��������	��� �
� ��+��� ��-
���	
����� 	 ����
� �
�	� 4 ����� ��	����*�� [50] �� ��
)+�� ��
� ��-
�����	 (	 �
! NP-��
���� �����). @����� 	�+��
�*����� �
����� ����-
=����� F��
���	 (�
����� 2.1) ���	�
��� �� ��
)�� �!=���	���� �� �������) 
(	 ������  ��
�� ���), ��  ��	���) �����������	����) 	�����, �������	-

����� 	 	�� «������-������».  

������� ��*���� m-�� ������ zm ( 1,m g� ) �	
�<��� ��������� �����-
�� ���������� ��������
��, ���	���� ���������!<=� �������� �@. 
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"�����!�� � ������� ������, ��
!������ ���
<����� �� ��	������ �@ 
	 ������ ���������, ��!��<=!< ����(! ��� ������-������ Q �������	 	 
����������	� ��������������� �������	 (�������� ������	)  ����(! 
���
���� R �������	 	 ����������	� �
������(����� �������	.  

?� ����(�� Q  R ����-
�� � ������	 [22, 23, 52, 55, 88, 175] ������-
� 	�� (����)) �!���	�� �����	 (��. 4.1), �������	
����� ����(�� �����	 �, 
����� ������� �������	
��� ������, � ���
�(� – ��������������� �����-
���,  ������
� ��
� ���
��<=� ��� «�����-�����» �� ��*���! ������!, 
��� ��� ������� �!��� ������) �������� �@. �
� ����������� ������ ��-
+��� 	 �����	�� ��������	�� ���
)�!���� ������ 	���	�� ��F��(����	 
�������	 (��?)  	���	�� ��F��(����	 �����	 (��'), ��� ������� ���-
������ ��
�	�� �(���� � ���
��<=�� ����������. ?�	����� ������� 
	�+������	
����� ���
����� ����� � ����������� ������ ��������	��� ��-
����	 ���
<������ 	 �
��!<=��. 

#��
��!���� ��������� ���*���	� �������	 �. @������ F���� ���*���	� 
����	�<��� ������� �������	 (�������� ������	) Z={zm, 1,m g� }. #�-
	�����, ��� ���*���	� � �������	�� 	 	�� ��������� ����������<=��� 
������*���	-�
����	 (��������) �=(�1, …, �I). #������ �������� ����� ���-
����	 (Y1, …, Yn) � �, � ������� �	�����, ���� �
����� �� �����
�*�� (F�� 
���(������ 
 ��!��<=� ������� - ���
��( "?, � ���*� ����=����� F��-

��� (G-F��
���)). ?�����
�������, ��� ������ �������	 � ������ �
����	 
(��������) ���
��<���. 

'���!���� �� ������	
�����! �����! ������� �������	 Y=(a1,. . . , ag) 
(am – ������� ������� zm, 1,m g� .), �.�. �����< ���������� ������� Y � � 
(�� 	����=��� 	 ��!��<=�� ���*���	�), ������
�) F��� �
��� (�������� �@). 
� �
!��� Y�{Y 1 , . . . ,Y n }  (��!��<=�� ���*���	�) �������� 

1
{ ,  ...,  }

gj ja a  - 
F
���������� �
���������, �������� ��� ����� (Y, Z). 

?!��) 	�
��� UZ – ���*���	� 	��� P�, UZ = {(Y, Z)|Y�{Y 1 , . . . ,Y m }}; U, 
(,�(�1, …, �I)) – ���*���	� 	��� P� � UZ, ����*������ ��!��<=� �����-
��� � �
���� ,, U, = {(Y, Z) | Y�{Y 1 , . . . ,Y m }} , Y�,}, ����	����	����. ?�-
���
)�! ��
�� �������	��� ����<��� �!���	�� ����� [55, 56], �.�. ��-
��
)��� ������ �������	, ���	�
�<=� ����+����� �����
��) ��!��<=� 
������
 �� �
����, �� ��
�� 	 ������	� P� �!��� ��������	��) ������� �!-
���	�� ������ (�����), �
������ �
� 	����� ������� [22, 23], �
�*��� 	� 
����� �������23 (��. 	 ��
�*�� ?4.1 ����� F	���������� �
������ !�-

������������������������������������������������������������
23 �<��	� %.�. ��������� (
�������) ���(��!�� ��������	���: ���(�� ������!��	���, �
�*����) 
���
��(  ����	��� ����
. ������� ������ �
� ��!�����	 ������������ ���!
)����	 ���	!��	. - 3.: 
?�������, 2003. – 29 �. 
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��������� ����� 	��� �������+� ���
�(�	�� ������� (�!���	�� �����	) 
�	����� ����(� �� ����	� ������ 	��	��  ����(, ���
)�!<=��� ���-
��
)�!< �������! ���
�(�	, ���	�
�<=!< �������) �������
)��� ��+���). 

 

1
,ij ijn g n

Q q R r
� �

� �

?���������g#F��
���	�

L�����	����F��
������ ������

1
,i j ijn g n

Q q R r
* *� �

* * * *� � �

?�������� ����(�������	
lj k m

T q
�

�

@�����
������?,���'�

?�����������+�<=� ���	


?�������������	���
��+�<=�������	
�

A���
� 

����(�

?���
�����
��!��<=���	������

������(��g#F��
���	�

���

��������	��g#
F��
���	 !�.�

>�������	��� ��	��� �������

 
���. 4.2. B���-�!�"� �������$� ������������� ��������� (' � �������������� 

��!����! �����! � ����� ���%���� ��#��"������! ����)����! g-2������� 
 
A*� �
������� �
����� 4.1 �����	��� ��������	��� �������� �@ ��-

��	����	���� �
��-����� (��. 4.2). 
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
Fulkerson D.R., Nemhauser G.L., Trotter L.E. Two computationally difficult set covering problems that arise in 
computing the 1-width of incidence matrices of steiner triple systems// Mathematical Programming Study 2 (1974) 72-
81. North-Holland Publishing Company. 
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��� ��������� ��=���� �
����� 4.1 �
������� �
� 2-� �������� (��-
����	, �
����	). 

��;%�/+' 4.1. �%,/0/��:/> +�&+%�%;% ��&=%$(���(/> &%&+%>(/> � 
	!��: @�!��<=�� 	������ 

1
,jk jln m n

Q q R r
� �

� � , 
 ��	��!�����) ���-

����	 � �1 2, , , nU Y Y Y� � , �������	
����� �������� �������	 

� �1,..., , 1,j j jmY q q j n� � , 	 	�� ������������ 	��������� ���� (��� �������-
�� ��=���� ������
�*�, ��� ������ (������� 	��������� ����) jY  �����-

�*� �����! � �������� �1 
 �2, �� F��� ���
���� ������ qjm ����-
�����!���� ��� ������ 	����� tj: Yj=Y(tj), 6 – �������� �
������, ������	�� 
������� �
� ���	���� ��F��(����	 �������
)���� ������	� g-F��
���	  
�������	 �
� ����
���� ��!��<=�� 	�����. 

	�!��: P��
����� ������ 
1

,jk jln m n
Q q R r

* *� �
* * * *� � ; ���*���	� ��+�<-

=� ���	
 (�����	 T); ����	�� ��+�<=�� ���	
�; ����� �
���� ��������	��-
���� ������� i0. 

1: L�����	��) �� �
�����! 2.1 ����=����� g-F��
��� 
� �1 2, , ,G nU G G G *� � , n*�n, � �1, , ,j j jm jG q q w* *� � , ��� q*jk – !���������� ������� 

k-�� ������� kz  �
� j-�� g-F��
��� Gj ( 1, )k m� , wj – ��
� �������	, 	�+��+� 
	 g-F��
�� Gj (	���	�� ��F��(��� g-F��
��� Gj). 

2: L�����	��) F��
����� ������ 
1

,jk jln m n
Q q R r

* *� �
* * * *� � . 

3: ?������) ���*���	� ��+�<=� ���	
 (��
� �������	 ��������	��� 
��	�� ��
! ���
)�!���� �
� ��������	��� �����	, �������	
����� ����(�� 
�����	 T) �� �����! � �
������	, ������� �
�����! ?4.1 (��
�*��� 4).  

4: ?��	���) �������!<=�� ������	� F��
������ ������ �� ���-
���
)��� 	������. %�
 ������	� !��	
��	����
)���, �� �������� � +��! 6, 	 
����	��� �
!��� ����
���� 	�����! �� �
�����! +��� 5, ����������) ����-
���� – 	 !���� 	���	�� ��F��(����	 �������	����� �� +��� 1 ����=����� 
g-F��
���	. 

5: @�!=���	�) ����
���� ��!��<=�� 	����� � ������(�� �!=���-
	!<=� F��
���	  ����	
���� ��	�� �� �
��!<=�� �����.  

5.1. R�
 �� *1,l l� . @������� ����
������ ��!��<=!< 	�����! ���-
��� � �* * *

1,...,l l lmY q q� , ��� l* - ��
� ����
���
)��� �������	. 
5.2. ����
�) ��F��(���� �������
)���� ������	� ��*�! ����
���-

��� ��!��<=!< 	�����! �������� � �* * * *
1,..., ,  1,l l lmY q q l l� �   	��� g-
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F��
���� G*j �������� 1�  �� ����!
�: � �
12*

1

g
lj j le je

e
w q q7

�

�

8 9*� ��: ;< =
. @������� l*-

�� ������� � �����! � �!=���	!<=� F��
���	 ��!=���	�) �� �
��!<=��! 
���	
! 5.3-5.5. 

5.3. A��� �
*��+� (� ���
��!����! ������! *
lY ) g-F��
�� «�	����» 

�
���� � ������� 
11, , 

arg max
i

li
i n G

( 7
* *� ��

� ,  �
*��+� g-F��
�� �
����-

����!����� � ������� 
11, , 

arg max
i

li
i n G

> 7
* *� ?�

� .  

5.4. ?����) ��+��� *
lY G(� ,  ������� �������	 g-F��
��� G(  ����-

�����): 
*

: , : 1
1

j lj
j

q w q
q w w

w
( (

( ( (
(

* 
 �
* � � �

�
, ��
 7l(–7l>	6.  

5.5. ?����) ��+��� *
lY G>� ,  ������� �������	 g-F��
��� G>  ����-

�����): 
*

: , : 1
1

j lj
j

q w a
q w w

w
> >

> > >
>

* 
 �
* � � �

�
, ��
 7l(–7l><–6. 

5.6. ?����) ��+��� � ���	
�� ��	��� g-F��
��� 
*: 1,  : , :n l n ln n G Y w w* ** *� � � � , ��
 (|7l(–7l>|<6).  

5.7. ����( (�
� �� *1,l l� . ?�
�*�) � �1 2, , ,G nU G G G *� �  
5.8. ����!�) � �1 2, , ,G nU G G G *� � . 
5.9. ?����) ��+��� �� !��
�� � GU *  �������	, 	��� ������� ���)+� 

��������� ������	��� uG* : 0: \ ,  G G u lU U G w w* * * *� +  (��. ��. 2.4) � (�
)< �
)���-
( 	����� �� «+!��». 

5.10. ����
���) +�� 2. 
6: �
� 	���
��� 	���	�� ��F��(����	 �������	 (��?) ,  1,kz k m�  

 	���	�� ��F��(����	 �����	 (��') ������	��) ��	��!����� 	��� ���
-
���� ��� �������	 (g-F��
���	) � ������ ������	 �
� ��*���� ������� zk, 	 
	�� �!
)����*���	� Pk (���!���<=��� ��������) F
������	, ��. �������� 
����� 	 ��
�*�� 4). 

7: ����
�) ������� ��?  ��' �� ����	� ������ � ������	 (�
. 4, 
��.4.5, 4.6). 

8: >�������	����� ������ Y ���	�	����� � ��*��� ��!��<=� �������� 
Yi �� ��*���! ����! (+�� 3). @����� Y ��
!���� ��
�� �� �����
�*����) �
���! 
,, ��
 Yi�,  ������ �������	 Y  Yi ��	����<� �� 	���! ���*���	! (���� 
���*���	�) �������	  (	 F��� �
!��� B(Y, Yi, )=1). �
� ��*���� �
���� 
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,�(�1, …, �I) 	���
����� �(���� �����
�*���� G(Y, ,) ������� Y �
���! ,, 
������� ���� 	�: 

 1( , ) ( , , )
| | l

l l
Y T

G Y w B Y Y
V 

,,
, - 

� �
� 
 
� � , (4.8) 

��� 1{ ,..., }mV Y Y, ,� P , |C| ~ ��=����) ���*���	� C, -l ~ ��������, ��������-
�!<=� �������	��
)����) ������� Yl; w ~ ��������, ���������!<=� ����-
���	��
)����) ����� , �{Tj, 1, Tj N� }, NT – ��
����	� ��������� �����	. 

	�����: F��
����� ������ 
1

,jk jln m n
Q q R r

* *� �
* * * *� � ; ���*���	� ��-

+�<=� ���	
 0; ����	�� ��+�<=�� ���	
�; ����� �
���� ��������	������ 
�������. 

4�"�%����. '���(���� 	 �����	�� ��������	�� ����	�� ��+��� 
��������� �� ����	� ��
���	��� �� ���*���	� �����	 [55] �� �(����� ��-
���
�*���� ( , )G Y ,  (4.8). @����� Y �������� � ���! �
���!, ������� ���� 
����
)+!< �(���!. ?���!=���	� �������� ����(��	������ 3$# �
� 
F�� (�
�� ���
<������ 	 �������� F������ ������� ������, � �����, !���� 
	������	����� (	����	
���) �����	�� ������	 �������	. � �. 3.5 (���-
���� 3.1) ��������, ��� 33$# ��	��� � �������! ��
���	��<, ��
 ���	-
�	����� ������ ����	���. 

 
4.4. ��;%�/+' ��&=%$(���(/> &%&+%>(/> � (� %&(%�� 0%�'��/$'� 
'��K+/'(%?�&+� 
 
?!��) ������ ������ �����(� �	����	��� ("��) � �:G U�K � �� � , 

� �: 1,j UU j N�� � . ?����	� 	 ����	����	� ��*���! 	���
�����! �������< 

�@ �i �!
)����*���	� { ( ) ,  ( ) }
i ii k x x x U k x Z& & �& � # � �  (���. 1.15). A�-

�����, ��� 
<��� �!
)����*���	� G=(g1, g2, …, gn) � n ������ F
������	 
��*�� �����) ��� ����	���� S(G)=(x1, x2, …, xn) – �����*�� 	��� ������ F
�-
�����	 � U  �����*�� ���������� [G]=(k1, k2, …, kn) F
������	 ����	��� 
(���	���� ���(���(� �!
)����*���	�). ?����
)�! &i �����*� F
������, 
�	
�<=��� �
!������ ��
��, �� &i - ������������� �!
)����*���	� 
("33).  

��;%�/+' 4.2. �,�(+/0/��:/> &%&+%>(/< � (� %&(%�� 0%�'��/$'� 
'��K+/'(%?�&+� 

	!��: ��!��<=�� 	������ – ����������� 	�������� ��� (��� 
 ��-
���
)��); ���!
)��� ��	�� ���
<���� � � � � � � � �� �, ,  1 , ..., y t k y t k y t k y t� � � � . 

	�!��: ����� (�����) �������� �@ �
� ���
<���� y(t, k). 
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1: "������	
��� ��*���! �������< �@ , 1,i i I� �  "33 

1 21 2{ , , ..., }
N ii

i i i
i Nk k k� � �� � �& � # # # , �������	����� �� ��!��<=�� 	������. 3!
)-

����*���	�� &i �!�!� ����	����	�	��) ����	��� � � 1 2{ , ,..., }
ii NS � � �& �   

���	���� ���(���( R T
1 2

{ , ,..., }
Ni

i i i
i k k k� � �& � . P
������� ����	��� ��-

�!� ���) 
 �������, ��
!������ ����(����� 
��������	���� 
log( ) ,l j iy j T� 8 9� �< = , ��� R Tx  - (�
�� ����) ��
� x, 0i – ����	�
 	�������� ��-

�����	, ������������ � �i, 
 g-F��
��� (�
����� 2.1).  
2: @�����
��� �(��� ��������
��� 	����������� � �� �,  i

ip S� � � &  !��	-
��� �������, ����������� �
� ��*���� �������� �@ �� ����!
� 

� �

1

,  1, ,  1,
j j

i

i i i
l i

l S
p k k j N i I� �

�

� &

0 1
� � �2 32 3

4 5
� .  

3: ?� ���!
)����� ���
<���� � � � � � � � �� �, ,  1 , ..., y t k y t k y t k y t� � � �  (k-
���!) �����!�� "33 

1 21 2{ ,  ,  ...,  }
N tks s s Nk s k s k s&� # # # , ��� Ntk – ��
� ���-


���� ������� � �log( ) , ,l js y j T t k8 9� �< = , ��� 0(t,k) – ����	�
 	�������� ��-
�����	, ������������ � k-�����. 

4: ����
��� ������(����� ��������� ��*�! "33 � �, , 1,id i I& & �  
�� J 	 1 	�������� ����� ������	�/���
�� (4.4)-(4.7), (4.11), (5.7). 

5: >�+��� ������� 	 ��
)�! �������� �@ io, ��<=��� ����
)+� 
	���	�� ��F��(��� �� �
�����! 2.3, �������!<=��! ������-�����
)����) 
�����������
)���� 	�����. 

	�����: io. 

 
4.5. ��+%,) %:�(/��(/> ��&%�)* �%G00/:/�(+%� =�/$(��%� �  
+�&+%�%' ��&=%$(���(// %#��$%� 
 
@���� � ����
�� 	�*��� ����
�� �� ������ ���

���!�
)��� ��-

��� 	��	
��� ���������������  ������ ��+��� �	
����� ����
��� ���
-
�� �������	��� ����������	� �� ������� 	���
��� ����
�� ������� ��-
�����	  �(��	��� 	�
��� � ��������. A������� �� ��, ��� F��� ���-
�
��� ���	�=��� ��
)+�� ��
����	� �!�
��(�, (�������, ����� 	 [27]), �� 
������=��� 	����� ���!���	!<� ��=� ���������( �� ������
��< 	���-
	�� ��F��(����	 �������	 (��?)  	���	�� ��F��(����	 �����	 (��'). 

� ���

���!�
)��� �������, ����	����� �� ������� �����	��� �����-
���	��� ������	, �
� ������ ��+��� ���
)�!<��� «����+�» �����, �� 
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���) �����, �����*�=� ���)+�� ��
����	� �������	  � ��
)+� 	����, ��� 
��� 	���� ����� ����(���� ��������� �!��� ��?. 

#�	����� ���	���
)��� ��
���	��� [27, 132] ��������� 	��� �!=���-
	!<=� �� ������ ������ ������	 ������
��� ��F��(����	 	�*���� ��-
����	 �� ����	� ������ ��	�������� ���� �������. @�����, ����������-
	����� �������� «������
)���» ������	 �
� �(��� �������� (	���	�� 
��F��(����	) �������	 �� �������	
����� 	����*��� 	 �
! ���(�� 
��������	����� �����. '��, ���
)�!���� 	 ������� �����	��� ��������	��� 
������ �������  ������ (	 �����������
)��� ������) �� �	
�<��� ��	��-
�������. �����, ��� ���	
�, �������	
�<� ����� ������	����� �������-
����, ������� �
� ������
��� 	���	�� ��F��(����	 �������	 ��!���-
	���� ����������!<��� F�������� 	 ��
����	����� �(���, ����� �
� ��-
*���� ������ ��*�� ���) 	������ �	�� �(������� +��
�. "
��!�� ������), 
��� ��
�� ����
)�� �������	
��� ���!
)���� �� �����������
)��� �!��(-
�� �����������, ���
)�!<=� ����	�� +��
� �(���� �
)������	 �� ����-
��� [132]. L!��(� �����������, ��� ���	
�, �������	
��� ����� ������*�-
�� ���*���	� �
)������	 �� ��
�	!< ��),  
!�+�� �
)������	� �����-
	����� ��
)+�� ��
�. 

�%&+�(%��� $�,�@/. ?!��) �� ����(�� Q  R ��������� 	�� (����)) �!-
���	�� �����, �������	
����� ����(�� �����	 �, ����� ������� �������	
�-
�� ������, � ���
�(� – ��������������� ��������,  ������
��� ��
� ���-

��<=� ��� «�����-�����» («������-�����», «������-������») �� ��*���! ��-
��������������! ������!.  

'���!���� ������
�) 	���	�� ��F��(���� ��������������� �����-
��	, 	����=� 	 ��������� 	��� (����) �!���	�� �����	.  

?� F��� �� ��
<������ 	����*����) ���������� ��
)+�� ���������� 
�������	��� ����������	�  ��
�� 	������	����� �������	.  

��H�(/� $�,�@/. ������ �
�*� �!=���	!<=�  ��	�� ������ ������-

��� 	���	�� ��F��(����	 �������	  �����	, � ���*� 		���� F�����-
��� �!��(���
 ������	�, ������
�<=� �����<< �+��! ��������	��� �� 
������
)��� 	������ �� ��*���! � ������������� ������	. A� ����	� F��-
�������� �!��(���
� ������	� �!��� ��������� ��

���	��� �(���� �����-
��	 (�����	), �� F��� 	�
�� ������ ������	 �!��� ��!=���	
�� ������(�-
��
)�� F�����	���� ����	����	!<=��� ������ �� ������
)��� 	������. 

 
4.6. �/&���+()< / &+�+/&+/@�&�/< =%,*%,) � %:�(/��(/L ��&%�)* 
�%G00/:/�(+%� =�/$(��%� / +�&+%� 
 
@������� ����� l

mw  � 	���	�� ��F��(��� �������, ����	����	!<=��� 
m-�! ���
�(! ����(� Q ( 1,m M� ), �� l-�! �����!. 
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3���� 1 (��? �� ������ ��#��"�������$� ����). ?���
�*����� 
Q.#. E!��	
�	�� 	 [55] �
� �����	�� �
������	 ��������	��� ������	 ���� 
	�*���� ������� (������(����� 	��), ��� ����+��� ��
� 	��*���� 
������� 	� 	�� ������������� (�!���	��) ����� � ��
! 	��� ������������� 
�����	, 
�����, ��!�	�� ���������  
���� ���������!���. P�� ���� 	�*-
���� ������� �
� ����� ��������	��� ������	 ��
�� ����������, ��� ��� 
��
����	� ������������� �����	 �� ��
� �������	, ��	��� �����
)�� ��-
�����	, ��*�� ���) 	��)�� ��
)+� [52]  ����*���� 	��� ������������� 
�����	 �����	��� �����
)��� �� ������� ��*� ��	�������� ����)<���-
��� �����
���. 

?� ��
)+�� ���������� ����� ������ ����� !��!���� ��!��, ��-
���
)�! ��� ���)+� ��
����	� ������������� �����	 �!��� ���
)��	��� �
� 
	���
��� ������(������ 	��� �������	, ��� ����� ����� �(���� ��?. 

3���� 2, ����	����� �� �����%����� ����������� ��������, ����
�*��-
��� $.%. &���	���� [175], 	��)�� ���������, �����  F�����	�� �� ��������-
���	��� 	������. ����	�� ��F��(��� 2

mw  m-�� ������� �� F���! �����! 
������
����� �� ����!
�: 

 

��

����
�

� ��

�

� �� � �� 1

1 1

1

1 1 1 12
K

i

K

ij
ji

K

r

K

rt

N

i

N

j

m
ij

m

��

�
w

r t

, (4.9) 

��� K – ��
� 	���
����� ������	; Nf – ��
� ����� 	 ����� f-�� ������ (f � 
{r,t}, 0m

ij` � , ��
 qim=qjm=0 
 qim=qjm=1 (qim  qjm – F
������ ����(� Q � 

������ ������	); 2 i jd dm
ij i jx x`

� ���  (d i
�  – ��
� ������� «–» 	 i-�� ������ 

����(� Q, xi – ��F��(��� ��	������ i-�� �����), ��
 qim=0  qjm=1 
 

qim=1  qjm=0;
12 i jd dm

ij i jx x`
� �� �� , ��
 qim=«�»  (
) qjm=«�»; Aj� – ��
� 

�������	 	 j-�� ������ ( 1,j K� ), 	���
����� �� ����!
�: 
1

2 ;
j

k

N
d

j k
k

� x
�

�

� �  

m�{1,2,…,M}. 
������ ����� �������	�� ��
�� ��� �� 70-� ����� ������  �����, ��-

����� (��. ��
�����< 	 [99]), �� F��� ��
����	� �������	 �����
� �� 
�����
)�� �����, � �������	 � �� �����
)�� �����. ?� ��
)+�� ��������-
�� ��+����� ����� 	����� ����� ��
�� F�����	�� (�� ������	! ��+��� (���-
���� �(��� ��?), �������  	�������� ��������) �� ���	���< � ���	�� 
�������. 
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3���� 3, ����	����� �� ��!������� "���"���%����$� �������� ����-
��! ��2##�������� ���������, �
�*����� #.L. O����	�� 	 [162] �
� �(��� 
(�
�� �����(�
�	�� �
���!���� �����(, �������	�� �	����� [171] � 	�-
��
��< 	���	�� ��F��(����	 �������	 	 ���

���!�
)��� �������, ��-
��	����� �� �����	�� ��������	�� ������	.  

3���� ����	�� �� 	����� 	 ������	� «�������� �(����» �������	 � ���-
���� 	 (����� ��*��� ��
��� ���!����� ������� U, �� ���) ���������-
���� �*���� ������� , 1,mz m M� , 	 �
!��� ��	��������� ��������
��� 
	������ 1 2( ,  ,  ...,  )MZ z z z�  	 U. ?� F��� ���
)�!<��� �
��!<=� ������-

�*���: �) ���*���	� 	����=� 	 ���� �������	 !����������  �����!����-
	��� 	 ������� !��	��� � 	�*���� (!�����	
��� ����������� ��	����� 

(!, �����<=��! ��+���); �) �	����� ���!
)���� ���	���� � ���� ���-
�� � ����������
)���� ����
)���� ������� mz   «����
�������» (�
��!� 
������
�� [162]), �������	
�<=��� ����� ��������� �	!� �
��!<=� 

1 2,  m mz z� � : '
1 2,  1, 2m m mz z z m M� �� � �� , �� ���) �
� ��*��� ���� '( , )m mz z  

���� ����� ���� � �
��!<=� ���� ������+���: 
' ' ',  ~ ,  ,  1, 2m m m m m mz z z z z z m M� �� �  

3���� 3 	�
<���� 2 F����: 1) ����*���� ��F��(����	 �������	 
2 1,  ,  M M Mz z z� � , ������������ ����� 2 1,  ,  M M Mz z z� � ; 2) ����*���� ��F��-

(���� mz  ������� mz  � !����� ��������� ����������� �������
)�� �����-
�� mz   '

1 2,  1, 3m m mz z z m M� �� � �� . 
?� 	���
��� 	�+�!�����!��� !�
�	� ����� 3 ���� 	����*����) 

���������	��) �������� ������� ��
����	����� ������� ��?, �	����) �� 
��
�� ����������
)���� � ����� ����������
)���!, � ���*� !����� �� �-
���
)��� ������( (�� �������
)�� ��
�	��) � �������� �� ���
)��	�-
� ����	�
)��� +��
� 
 +��
� �������.  

?� ���
)��	�� +��
� ������(���
)��� �(���� (����
�� �������-
���
)��� 	 ����� ��+���) ����� 3 ����� �����, �.�. �� ������	� !���-
��	
����� ���������� �!��� 	���	��) ������	�� �(��� 	���	, �������� �� 
�!=���	����� ��
����	����� ���
�� ��*�! ��. ������ ����� ��*�� 
���*� ��������	��) ��� 	����*��� ������ (�� ����
)��� ������( � 
��������) ����	��� �������� �����	�� +��
� 	 ��
����	���!< +��
! ����-
+���. 

��/'�� 4.1. ?!��) ������ �	����� ����(� ������ �������	 (Q) 	 ���-
�������	� 4-� ��������������� �������	  �������
�(�	�� ����(� ���
-
���� (R), ����� ������� �������	
��� ������� ����(� Q, � ���
��( – �
��-
����(�����! ������!, ����	�<=��! ������� �� �
���� F�		�
������� 
(6 ������	). 
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=

9
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:
:
:
:
:
:
:
:
:

<

8

� RQ �

?�
!������ ������� 3 	���	�� ��F��(���� �������	, ��	�� 0.56; 0.6; 
0.6; 0.48. � �� �����! 2 0.225; 0.376; 0.274; 0.125 ����	����	����. 

>��!
)���� ���	���� �	!� ������	 ��
!���� 	���	�� ��F��(����	 
�������	 ��	���� � ���!�
�	��� ����!=���	� �� ������� 	���
��� ��F�-
�(����	 �� �����! 2 �� ���	���< � ������� 3, �����
)�! � ���� �� ���-
����� 	���	�� ��F��(����	 ��������������� �������	 � ��� *� 
������������ �
� ���
���� ����( Q  R � ����  ��� *� ��
�� ���
�-
(�	 ����(� Q �� �� ���
, ��
!�� �� �����! 3 ������	�� ������� 	���-
	�� ��F��(����	 �������	. 

?� 	���
��� 	�+�!�����!��� !�
�	� ����� 3 ���� 	����*����) 
���������	��) �������� ������� ��
����	����� ������� ��?, �	����) �� 
��
�� ����������
)���� � ����� ����������
)���!, � ���*� !����� �� �-
���
)��� ������( (�� �������
)�� ��
�	��) � �������� �� ���
)��	�-
� ����	�
)��� +��
� 
 +��
� �������.  

?� ���
)��	�� +��
� ������(���
)��� �(���� (����
�� �������-
���
)��� 	 ����� ��+���) ����� 3 ����� �����, �.�. �� ������	� !���-
��	
����� ���������� �!��� 	���	��) ������	�� �(��� 	���	, �������� �� 
�!=���	����� ��
����	����� ���
�� ��*�! ��. ������ ����� ��*�� 
���*� ��������	��) ��� 	����*��� ������ (�� ����
)��� ������( � 
��������) ����	��� �������� �����	�� +��
� 	 ��
����	���!< +��
! ����-
+���. 

3���� 4 �� ������ �����$����� 1������ [112, 154]. ������ ����� ����-
���� � �����������  	���
��� 	���	�� ��F��(����	 �������	 ��!-
=���	
����� �� ����	� �	�����( �!
)����, ������� ������
��� �����
)�� 
����*�!< 	���������) �+�� �� ��������	�� ������	  ���	�
��� ���-
*��	��) ������ �� � ���
��<=�� ����������: ����
)+�� ���
��<=�� 
����������)< (�������	����)<) ��
����� ��� ������, �
� �������� �	��-
���(� ������( ������
)��. ?� F���, 	����*�� ���	���
)��� �(���� 
���
��<=�� ���������� �	!� �������	 �� ����+��< � �	�����(� �-
�����(. ������ �
�*� ����� 4. 
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?!��) ������ ��������� ������ A , ������� ��*�� ������) �����( 
1 2, , , kA A A� . ?!��) �
� ���	��� ������ H1  F� �����( ���	
�<��� � 	�����-

������ 1 2, , , kp p p� , � �
� 	������ ������ H2  � � 	����������� 
1 2, , , kq q q� . '���� �	�����(� �!
)���� ���� 	� [112]: 

� �1 2
1

: ( ) ln
k

i
i i

i i

pI H H p q
q�

� � 
� . P�� 	�
��� ������
��� �����
)�� ����*�!< 

	���������) �+�� �� ��������	�� ������	 H1   H2 . 
���������� p p pk1 2, , ,�   q q qk1 2, , ,�  �(��	�<��� �� ��!��<=�� 	�-

�����: ˆ ˆ,i i i ip n N q m M� � , ��� N, M – ��
� ������	 H1   H2 ,  	 �� ��-
���� A 	 i -� �����( 	�����
�� ni   mi  ��� ( i k� 1, ), ����	����	����. 

'���� ����!
� �(��� �	�����( ������( �� �!
)���! ���� 	�: 

� �1 2
1 1

ˆˆ ˆ ˆ: ( ) ln ln
ˆ

k k
i i i i

i i
i ii i

p n m n MI H H p q
q N M m N� �

0 1� � 
 � � 
� �2 3
4 5

. 

?������� 	 [112], ��� �
� N   M  ����� ��
)+� 1 �(���� �	�����( 
������( �	
����� ����������� �����=M����. ����	�� ����	�����) 
������	 	 ��!��<=� 	�������, �������� ��������) �(��� 
I  � I  	 ������ 
�	��������� ����
�. 

3���� 	���
��� ��? �� ����	� �	�����( �!
)���� ��	
�����
�� 
���, ��� ���	�
��� �� ��
)�� ���*��	��) ������, ��  ��
����	���� � 
���	�	��) �
� ����� ��
)+�� ����������. 

3���� 5, ����	����� �� %������! �����%��"���� ��������� ��� �����-
$� �� ������� (�������) [99]. @���	! ������� ������ �����	
��� �������� ����-
��(� � �������� 	����������� �������	 (�(��� 	����������� ����	
��� 
�������) �
� ��*���� � �
����	 (������	). �
� ���� ����
����� ��
�����, ��-
�����, 	 ���(�� �
� ��������� ����
�	��� �� ����	� ������������� ���-

�� �	����� 	��������� ����	
��� ��� 
 ��� �������	. ?� !�
�	, 
��� �� ��*���! ������! ������ ������� �������� �������	 	 ������
����� 
������ (�
����) 
 	��������� ������� ������� �������	 �
� ��*���� 
������, ����
������� �
��!<=�� ����!
� 	���
��� 	���	��� ��F��(���� 
m-�� ������� 5

mw  ( 1,m M� ): 

 � � � �115 2

1 1
(1 ) (1 ) ,

K K
m K ms mj mj ms

s j s
w C p p p p

��

� � �
� � � �� �  (4.10) 

��� ikp - 	���������) �������� ������� i-�� ������� �� k-�! �����! (k�{s, 
j}, 1, 1,  1,s K j s K� � � � ), K – ��
����	� ������	, 2

KC  – ��
� �������� � K 
�� 2. ������ ����!
� ����	��
	�, ��
 	������ �����������	��  ������ 
	������ �� ��*���! �����! ��	����<�. 
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?�����
����� 	�+� ������  �!=���	!<=� ������ ������ ��+��� 

�� ����!<� 	���
���� !�
�	� ����	����� �������	 (������	) �� 
����������<, 
�� ������ �� !���	�<� ���
)�� 	����*�!< � 	������	-
�����), ��� ��*�� ��	��� � ��������� �� ����� ��+��� 	 ���

��-
�!�
)��� �����	�� ��������<=�� ������.  

@����
)��� ������ 	���
��� ��?  	���	�� ��F��(����	 �����	 
(��') ��
�� �!=���	���� �!�!� �����)�� �� �����
�� �!
)����*���	  ��-
����(< 3$# (�
. 3). 

 
4.7. ��+%, %:�(/��(/> ��&%�)* �%G00/:/�(+%� =�/$(��%� / +�&+%� 
(� %&(%�� 0%�'��/$'� '��K+/'(%?�&+� / (��/(�<(%< '%,/0/��:// 
'�+%,� �(��/$� /����*/< 
 
@���	����� �� �����
��� �!
)����*���	 [131] ����� ������
��� 	�-

��	�� ��F��(����	 �������	 (��
�� �� ���� �!��� ���
��)�� ��� �� "���� 
6) �� ����� ��+��� 	 ���

���!�
)��� �����	�� ��������<=� ����-
��� � �������� �������	
���� ������  ����� !���	��� 	�
�� �������	 
	 ��������<=!< ����������) ����� � !����� � 	������	�����  ����!��-
�� �� �������	
�� ��	��!����� 	��� ���
���� ��� �������	 � ������ ��-
����	 �
� ��*���� ������� , 1,mz m M� , 	 	�� �!
)����*���	�, ������� 
������( ������ ���
�� ������ "���, ���
)�!<=��� ������ ���	��-
�� �������	 �� ����	� ���(�
)��� ������� 	�������� ���� �������
)��� 
	�*���� �������	, !���	�<=�� � 	������	�����).  

"���	����	!<=� ������! mz  m-� ���
��( ����(� Q ����*���� ��	�-
�!�����) �m ���
���� F�� �������� ��� �������	 � ������ ������	 
{( ) |  ,  , ,  }r t im jmi j i F j F r t q q� � � / / , ��� Fl={fl, fl+1, …, fl+Nl-1}, Nl – ��
� 
����� 	 l-�� ������, fl – ����� 1-� ����� 	 ����(� Q �
� l-�� ������, l�{r, t}. 
@�����, ��� ��
����	� ��� ( )i j�  ������ ��	��!����� 	���
����� �� �
�-
�!<=�� ����!
�: 2 2 ji ddm

ij i jx x`
��

�   
?����	� ������! ������! mz  	 ����	����	� ��	��!�����) ���
���� 

m-� �������� ��� �������	 � ������ ������	  �!��� ��	���), ��� ������ 
mz  ����*���� �!
)����*���	� �m { ( )   ,  ( ) }

m mP Pk u u u U k u Z�� # � � . 
'��� ������� �������	
����� ������ �	
�<��� ���*���	�� �m � ��-

	����<=��� F
������� u U�  (�!
)����*���	��), �� F���, ��=����) 
�!
)����*���	� |�m| ( )

m mP Pk u� �  ������
����� ��� ��=�� ��
� ��� F
����-

��	; ����������) �!
)����*���	� / / ( )
m mPm PP u�� �  – ��� ��=�� ��
����	� 

���
���� F
������	 (�!��(� ( ) 1
mP u� �  �� mu P� ,  ( ) 0

mP u� �  �� 
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mu PL ). %�
 ( ) ( )
m mP Pk u u�� , �� �!
)����*���	� �m �	
����� ������� ���-

*���	��.  
3���� ������ � ���� F����	, �� ��*��� � ������� �����!���� ����(� 

������ ���	���� (3?") ij g g
a

�
�A ��������	 

1 2
( , ,  ...,  ,..., )

h gi i i iz z z z  (ih�{1, 

…, M}, g � ��
����	� �������	 	 �����) �� ����	� ������
����� ���� �����-
��
)��� 	�*���� ������� i ��� �������� j, 	 ������	� ������� ��F����� 	�-
���<��� 	�
��� (	����� ����� F
������ 3?" s

ija  ���������� ����� F����, 
{1, 2, 3}s� ): 

 1 i
ij

j

P
a

P
� ;� 2 ( )

( )
i j

ij
j i

P P
a

P P

6

6

�
�

�
;� 3 (/ /)

(/ /)
i j

ij
j i

P P
a

P P
6
6

�
�

�
, (4.11) 

��� iP , / /iP  – ��=����)  ����������) i-�� �!
)����*���	�, �������	
������ 
������! ,iz  ����	����	����, i jP P�  - �������) �!
)����*���	, ����	����-
	!<=� �������� iz   jz , ��� �!��(� ( )x x6 � , ��
 0x / ,  ( ) 1x6 � , ��-
��. 

A� s-� F���� �� 6-�! �����! 	���
����� g – ������������ 	����� �����-
�� 	���	�� ��F��(����	 �������	 – 

1 2

6 6 6 6( ,  ,  ... ,  )
gs si si siw w w�W , ��	����<-

=� �� �������� �����
��	����� �(��� (��� ������� ������������� F
�-
�����	 ����� [141]) �
�	���� �����	������ 	������ 3?" (�� "��� – 
���
)-
��� ��������). ������ 6 6 6 6 1/3

1 2 3( )� 
 
W W W W  �������	
��� ����� ����=����� 
������� 	���	�� ��F��(����	 �������	 (�
���
)��� ��������), 	����-
=� 	 ����.  

��+�!�������� ���� ���	�
�<� !����) �� ��
)�� ��=� �	����	� ���	�-
	����� �������	 (��������
 (������) ������	� 
 ���
��), ��, ��� ���-
����� 	�*��,  !���
)��� � �	����	� (������) ����������� ������ ��-
����� ��� ��!��), 	 ��
�� �� ������ 3. 

@�����, ��
 �����, �������	
����� ����(�� Q, R, �����������	��, 
� ������ ���������� ����	���, �� ���!
)����, ��
!������ �� ������� 2, 
5  ���	��! F���! ������ 6, ��	����<�.  

������	
��� ������
������  ��������� 	�*��� �	��) ��*�! ����!-

�� (4.9), ��<=�� ������� 	���	�� ��F��(����	 �������	 �� ����	� � 
�����
�<=�� ����������  �(����� �
�	���� �����	������ 	������, ��
!���-
��� �� ���	�� F���� ������ 6 (������� 4.1).  

 
��%��'� 4.1. A����
��	����� �(���� �
�	���� �����	������ 	������ ���-

�(� ������ ���	���� �������	 
1 2

6 6 6 6
1 1, 1, 1,( , ,..., )

gi i iw w w�W  � ����� �������
)-
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��� 	�*���� ������� i ��� �������� j, ��	��� 1 i
ij

j

P
a

P
� , ��	������ � �����
-

��	����� 	������� 
1 2

2 2 2 2( , ,..., )
gi i iw w w�W , im�{1, …, M}, ��
!������ �� ����!
� 

(4.9). 
 
4.8. ��+%, %:�(/��(/> ��&%�)* �%G00/:/�(+%� =�/$(��%� / +�&+%� 
=�/ #%�KH%< ��$'��(%&+/ =�/$(��%�%;% =�%&+��(&+�� 
 
#�	����� ���������� ��
)+�� ��
� ������	 ��*��� ���������� ��-

�����	��� ����������	�, 	 ��������, ��*�� !�����!�) ������������, ��-
����������  �
�������� ���
�� [25]. @����� ���� ���(��!�� ����!<� 
�����������	���  ���������� ���������� ������, ������� ���!� ���!���-
	�	��) �� ��+�� ��	�� �����. ��� ���	
�, ���� �������� ������� ��*�� 
�������	��) ��
)+� 	�������� ������, ��� �� 	����� �������	
����� 	����*-
���.  

"��� �������	 ��*��� ���������� �������	��� ����������	� 	�*�� 
������) ������ 	�������� ��������( [27], ����	����� �� ���(��!��� ��-
������� ���!��!���	������ �����������
)���� ����������	�  ������� 
��� �� �������� ��
� !������������ �
��	 (�����)  ����< ����!
��	��� 
������( D.A. J���.24, ����	���!< �� ���
)��	�� �������� ������� 
���*���	  
��	������� ����������. 

>�������� ����� �(��	��� ��?, ������� ��+�<=� ����
��! ����-
*���� ��? �
� �
!���, ����� ����������) �������	��� ����������	� �����-
����� 	�
�� (����� 7). ��� �	�����, ������ ������ �� �� ��� �	
����� ����-
	�
)��� �� ��
)�� 	 �
!��� ������ ����������� F�������� 	�!��!<, ��  	 
�
!���, ����� �������
)��� 	�*����) ��? 	���
����� �� ����
�*����� 	�-
+� ����!
�� (������ 1-6). A������, �
� ������ 6 	 �
!��� 50-� �������	, 
���
)�!���� 	 ������� ��������, ��
����	� ������ ���	���� �����	� 
1225, ��� �	
����� ���������� ��!������ ���(�����. 

3���� 7 �!=���	���� �������� �� ��< �.�. A���� [126] � «�������» 
F
������� (�����
�*����� 	�+� (
�� �*�) �
�	��� ������
), �� ����	� 
������� ����� �������� ������ 	���	�� 	����� (������  ��� �+��� 	���-

��
)���� ���������). ?� F��� 	���� ����������� «��������» ������ ����-
	����	!�� ��� 
 ��� ����� ���	���� �������	, �����!< ��*�� 	�����) � 
(�
)< ��
!���� ����
�� ����*��� ���!
)����	. 3���� 7, 	�-���	��, ����	�� 
�� ��	������� ����(� A , ���� �������, ���	
�� �� «����
)���» �+��; 

������������������������������������������������������������
24 Zadeh L.A. Toward a theory of fuzzy information granulation and its centrality in human reasoning and 
fuzzy logic // Fuzzy Sets and Systems. -1997. - September. - Vol. 90. - No. 2. - Pp. 111-127. 
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	�-	�����, �� �������	��� ��
����	� ����!���� ���	���� �!=���	���� 
���)+�� ����(���� ����!����. 

?����� � ��+��< ������ ����
���, �	������� � !���=����� 	������� 
3$#, �	����� �������	�� �
��!<=� �������. 

"����
� 	����<��� 3–1 ������� F
������	, �� ����	� ������� ������-

�<��� 	�� ����
)��� F
������ 3?". "����� 	����� ������� F
������	 �	-

����� ������� �	��������  ��	�� �� ����
 ����� ( ��+��� F�������), 	 
��������, �� 	�������� ���� ���	���� �������
)��� 	�*���� �������	. 
?������
)�� � ������ ������ ��������� �	� �
��!<=� 	������ �����=�-
�� ���	���� 	 ������ !��������� �������. 

?��	�� 	����� �	���� � 	������ ���������� «���
)����» �������-
�����(�, 	 ������	� �������� ��*�� �
!*�) 
�� ������ � ����
)+� �����-
��� ��?, 	���
����� �� ����!
� (4.9), 
�� ������, �������! �!��� ��-
�����	
��� ��������� ( m

m
P� ) 	��� �!
)����*���	, ����*������ ����	����-

	!<=� �������� mz  ( 1,m M� ). 
 
��%��'� 4.2. ?!��) 3?" ij M M

a
�

�A  ��������� �� ����	� ����� � ��� 

�������
)��� 	�*���� (4.11)  	 ����	����	 � ����!
��: 

 1
1 1

1
,  2,  , 1,j

ij i j
i

a
a a a i M j M

a
� 
 � � � . (4.12) 

'����, 	�-���	��, �!=���	!�� �����	����� 3?" ij M M
a

�
�A , ��
���<-

=�� 	��� �	����	�� (3.1); 	�-	�����, ���������� 	���	��� �������
��	��-
���� 	������ 7 7 7 7

1 11 12 1( , ,  ...,  )T
MW w w w�  	���
�<��� �� ����!
�: 

 7 1
1

1
,  1,M

i
i

aw i M
a

� � . (4.13) 

J���) ���	�� �*�� ����� �������� ����� ������� 	����� ������� 
F
������	 	 ������ 7-�� ������. 

'��� �������, ���������� 	������ ��? �����	
�<� ���
���� ���
��( 
3?" �, F
������ ������� ��
!���� �� ����!
�� (4.12)  (4.13).  

?���!=���	� ������� ������� � ���� ����� ��!�������� 	���
��� 
�� 3 � 4 ���	���: 	����� 	���
��� ( 1)/2M M
 �  	�
�� ������!���� 	�-
��
�) ��
)�� 2 3M
 �  	�
��, �� ���) ��
�� ��� 	 / 4M  ���� ���)+�. �����-
	��
)��, ���������	 ����+��� ���	�	����� 	�
��, ��
!�� 	���*���, 
� �������� �
��!�� ����	��
	���) ������� 	�	���: 

( 1)/2 1 3 ( 1) 11 1
2 3 4 2 3 4 2 3 4

M M M M MM
M M M


 � 
 �0 1 0 1� 
 � � � 
 � �2 3 2 3
 � 
 � 
 �4 5 4 5
, 3>3. 
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� ���! *�, 	 �
!��� F���������� ������ �(����, ����!
� (4.12) �������-
	��� �� ��
)�� F�����< 	�����, ��  ���
���	������) 3?", �� ���) ���	
��� 
�� «����
)���» �+��. 

������ 	����� ������
����� �
��!<=� ����� ������� F
������	: 
12 23 1,,  ,  ... ,  M Ma a a � , ������� ���
�!�� ����! ���
���	���
)���� ���	���� 

(��������� «���
)��� ������(» ���	�	����� � 1-�, ����� 1-� ���	�	����� �� 
	�����,  �.�.). "����!
�!�� ���!
)���. 

 
��%��'� 4.3. ?!��) 3?" ij M M

a
�

�A  ��������� �� �
��!<=� ���	-


��: 1) F
������ 12 23 1,,  ,  ... ,  M Ma a a �  �	
�<��� �������  ������
�<��� �� 
����!
�:  

 
( )

( )
i j

ij
j i

P P
a

P P

6

6

�
�

�
 

( / /)
( / /)

i j
ij

j i

P P
a

P P
6
6

0 1�
�2 32 3�4 5

, 1, 1, 2,i M j M� � � ; (4.14) 

2) ����
)��� F
������ ������
�<��� �� ����!
�: 
 , 1 1,ij i j j ja a a� �� 
 , 1, 2,  1i M i j� � + � . (4.15) 
'���� 3?" ij M M

a
�

�A  !��	
��	����� 	��� �����	���� �������
)��� 

	���	 (3.1),  ���������� ��������	������ �����	������ 	������ 7
2W  ������-


�<��� �� ����!
�: 

 
7
2 , 1 1, 2 1,i i i i i M Mw a a a� � � �� 
 

 
 , 1, 1,  1Mi M w� � � . (4.16) 

@�����, ��� 	����� ������ ������
����� 	���
��� ����������	 �����-
	������ 	������ �� ������� F
�������, ������
����� �� ����!
�� (4.14), 
(4.15),  ��
����	� ����!���� ���	���� ������
��� ��
�� 1M � , ��� 	 /2M  
��� ���)+� ����(���� ����!���� ���	���� 2/)1( �MM . 
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4.8.1. ����(/+��K()< =�/'�� %=��,���(/> ��� =% ��$()' '�+%,�' 
 
?!��) ������ ����(� Q, R, �, �������	
����� �� ��. 4.1 (�
� �������� 

�
�*��� ����(� ���
���� R �������	
��� ���� ���
�(��). ����
� 
�
� ������ � �����	 ������� ��? (���
. 4.1) �� ������� 1–7, �������, �
� 

5 9 11( ,  ,  )z z z � . @�����, ��� ��=�� ��
����	� �����	 �
� ��������	������ 
������ ��	�� 6. �
� !�����	� ���������� ������	 �������	 	 ����(�� Q  
�, 	 ����(� � ���
)��	��� 	�� 13 �������	, ���� ���
�(� 1, 2, 8, 10 ���-
�����, �����
)�! ����	����	!<=� � ������ �� 	����� 	� ���*���	� �����-
�������� �����	, �������	
����� ����(�� T. 

'�� ��� ��*��� � ����� 3, 6, 7 �������	
��� ����� ����	�
 �!
�	� ���-
�������	� (�����*� �� �����! ��	�
! «–»)  �������	
����� �	!�� �������, 
�� ��
� ����� ����(� Q !	�
���� �� 3. 

� ��
�*�� 4 �����*��� ��������� �(��� ��? �� �����! 6 ��� 
-

<����(� ���
)��	��� �����
��� �!
)����*���	.  

 
$����� 4.1. 4��%���� ������! ��2##�������� ��������� 

 

� 
����	��  

��F��(���� 
�������	 

z5 z 9 z 11 

1 1W  0.462 0.077 0.462 
2 2W  0.326 0.349 0.326 
3 3W  0.361 0.444 0.194 
4 6

1W  0.326 0.349 0.326 
5 6

2W  0.316 0.375 0.308 
6 6

3W  0.385 0.308 0.308 
7 6W  0.341 0.343 0.314 
8 7W  0.325 0.375 0.300 

 
"���� 1 – 3 ( 1W , 2W , 3W ) ���
. 4.1 �����*�� ������� ��?, ��
!���-

��� �� ���	�� ���� �������. @�����, ��� �� �����! 3 ��
!�� ������	�� 
������� ��? �
� ���
���� ����( Q  R � ����  ��� *� ��
�� ���
�(�	 
����(� Q, ��
 ������� ����������� ��*�! �������� ������	��. 

"���� 4 – 5 ���
.�4.1 �����*�� ������� ��?, ��
!������ �� ��*��� � 
F����	 �� �����! 6,  �������	
�<� ����������
)��� ������. J�����, ��� 
�(��� ��?, ��
!������ �� �����! 2  1-�! F���! ������ 6 ��	����<�, � ���*� 
���� ����� ������� ��������	 �������	, 	���	�� ��F��(���� ����-
��� 	���
�<��� �� ������� 2  6 (7-� ������), ��� ����������� ��
�� ������-
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��� !����� ������( �� �����! 6, ���
)�!<=��! ������ ���	���� ��-
�����	 �� ����	� 3-� ���
���� ��� (4.11).  

"����� 8 (����� 7) �����*�� ������� ��?, !���	�<=� 	������	�-
����) �������	,  ��<=� �������� ����!=���	� �
� ��+��� ���
)��� ��-
��� ��
)+�� ����������. 

"��	�� ��
����� ������� 	���	�� ��F��(����	 �������	, ��
!-
������ �� �����! 6  �����! 7, ���
)�!<=��! !���=����� 3$#. �	�! ���-
�������� 3?" �� ��
)+�� �� ����������, � ���*� ��� 	 	�!, ��� ������, 
�
�	��� �������, �������	
��� �) ����
<���� ���
����� ��*�! �(����� 
��? �� ������ �������, �� ���) | 6

2W  – 7
2W |, ��� 6 7

2 2,  W W – �����
��	����� 
�����	����� 	����� 3?" �� F���� 2 ������ 6, 7

2W  – �����
��	����� �����-
	����� 	����� 3?" �� �����! 7 � ���
)��	���� 2-�� ������� 	����� ����-
��� F
������	; �) ���� ��	�������� 3?" 
 ������� ������ ���
���	����-

�� 	 !�������� ������� | |,  , 1,i
ij

j

wa i j Mw� � , ��������� ��
!���� ���-

���� 	���	�� ��F��(����	 �������	 �
� 	�+�!�����!���� ����� 
5 9 11( ,  ,  )z z z � , ������������ �� ����(�� Q, R, ', �������	
����� �� 

��. 4.1. � 3?" �������	 �� ����	� 2-� ���� �������
)��� 	�*���� (4.11) 
�����
�*� ������ �� ��	��������< ��=������ ����	����	!<=� �����-
���� �!
)����*���	 (���
. 4.2), !���	��, ��� |P5 – P9|=13, |P9 – P5|=15, |P5 – 
P11|=14, |P11 – P5|=14, |P9 – P11|=10, |P11 –P9|=8.  

"���	����	!<=�� 3?" �������	 �� ����	� !�������� ���� �������
)-
��� 	�*����  	����� ��? 6

2W  �������	
��� 	 ���
. 4.2. 
$����� 4.2. 	������ ��2##������� ��������� �� "���� 6  

 
 z5 z9 z11 

6
2W  

z5 1 15/13 5/4 0.375
z9 13/15 1 14/14 0.316
z11 4/5 14/14 1 0.308

3?" �������	 �� ����	� 	�������� ���� �������
)��� 	�*����  !�-
��=������ 3$# (����!
� (3.6), (3.7))  	����� ��? 7

2W  �������	
��� 	 ���
. 
4.3. 

$����� 4.3. 	������ ��2##������� ��������� �� "���� 7  
 

 z5 z9 z11 
7

2W  

z5 1 15/13 5/4 0.375 
z9 13/15 1 (5
13)/(4
15) 0.325 
z11 4/5 (4
15)/(5
13) 1 0.300 
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'��� �������, �������
)��� ���
����� ��*�! �(����� ��? �� ���-
��� ������� | 6

2W  – 7
2W |=(0.000, 0.009, 0.008)'. 

@����� ���*� 	����� �� �����+����), �	�����!< � ������� ��	����-
���� 3?" �� �����! 6, ����	�����! �� �!
)����*���	��  3$#, ��� 	 	-
�!, ��� !��	��) ����+��� ���
���	������ ��	�� 0.001 (�
� ��������� 
3$# �
� ������ 3?" *�
���
)��� �������� ������� ������ ���
���	����-
��, ���)+�� 0.1 [141]): 

0 0.031 0.033
| | 0.023 0 0.027

0.022 0.026 0

i
ij

j

wa w

8 9
: ;� � : ;
: ;< =

. 

'��� �������, «����
)��� �+���» 	 ������ 6, ����	����� �� �!
)��-
��*���	��  ����!
�� (4.11), �����
��) ��
)+� (������
)��� ���
����� ��	-
�� 0.033), ��� ������
)��� ���
����� | 6

2W  – 7
2W |, ��	��� 0.008. ?� F��� 	�-

���+ �� �����! 7, ���	�
�<=��! 	 2 ���� �������) ��
����	� ���	����  
!������) ���(��!�! 	���
��� �����	������ 	������, �!=���	���� �� 
��
)+�� ��
� �������	. 

 
4.9. �%��$�+��/ G00��+/�(%&+/ '�+%,%� %:�(/��(/> =�/$(��%�, +�&-
+%� / =�/(>+/� /+%;%�%;% ��H�(/> 
 
"�	������� ���
)��	��� 	 ����� ��+�<=�� ���	
� ���������� ����-


�� �	
����� ��������	��� �������� ����
�� ��
���� !�M�� �������� ����-
��(.  

��*��� � ������������� 	 �
. 4 ������	 �(��	��� ��?, 	����=� 	 
����, ��� ����� ����*���� ��F��(���� ������	� Sk (k – ����� ������, 

1,k K� ) �������	 	�!�� ������ (	�!���
����	��� ������	�)  ��F��(���� 
������	� x

kS  ��
��!����� (��������	������) x-�� ������� � k-� ������� (�
��-
���), ����!
� �
� 	���
��� ������� �� qij�{0, 1, «�«} �
� 2-��  5-�� ����-
��	 ���� 	 [23, 175]  �� ��	������ 	 	�! � �����������. @���+��� Gk ��-
F��(����	 x

kS  � ��F��(����� Sk (�� ��*���! �����! ����
)��) 	�� 
 x

k k kG S S�  �!��� ����	��) !�
�	��� ������)< �
���� ��������	������ (�-
�
��!�����) ������� � k-�! �����!. 

?����� ��+��� �������
)�� ��
��!����� ������� �� ��*���! ����! 
	 ������ 
����-������������� ������� ��!=���	
����� � ���
)��	���� ��-
����	��� ������� !�
�	��� ������ �
���� ������� ������� � ������� (�
��-
���).  
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?����� ����	��� ��+��� ��!=���	
����� �� ����	� ���(�
)��� ���-
(��!�� ��
���	��� �� 	��� ��+�<=� ���	
��, ����������� �� ����	����-
	!<=� ������. 

�
� ������	 1,7,  2,5l l� /  ����
������� ����������	��) F� ����!
�, 
	���� 	 �� �����	����� ��F��(���� 	 	�� ������� ����+��� 	���	�� 
��F��(����	 2l

m mw w /, 1,7,  2,5,  1,l l m M� / � . 
?����	� �����! ���*��	��� �����	 �� 	�*����, ������� ����� �	����� 

� ������� ����*���� «
!�+���» ������ ������
��� 	���	 �����	. ?������	
�-
�� ������  �����, ���	�
�<=� �������) ��

���	�!< �(���! �
� �����	.  

� ������	� ��������
� F�����	���� ������ ��
!���� ��? , ����	��-
��	����, �����	 ��������� �!��(���
 ������	�, ��	��=� �� ��
 �+���, 
������� ���!����� �
����� �� ��������	����� 	������, ��� �������� ����-
(����� 	 ���� ��������	��� ������	. ?� F��� ��
!�+� �
� ��������-
	����� ����� �������� �
�����, ���!���<=� �� ������
)��� 	������ �-
��!� �+���.  

@������� ����� r
ljy  � ����� ������, �������! �����
�*� j-� ������
)-

��� ������ �� l-�! �����!  r-�! ����! ( 1, ,  1, ,  1,Tl L r N j N� � � ,)  		���� 
�!��(���
 ������	�, ������
�<=� �����<< �+��! ��������	��� �� l-�! 
�����! (�������� j-�� ������� � r

ljy -�! �����!) ��� ��������
) F�����	���� r 
-�� ����� �� l-�! �����!: 

 
1

1 Nr r
l lj

jN
-

�
a � �  (4.17) 

��� 2( 1)r
lj kG- � � , ��
 j-� ������
)��� ������ �����
�*� k-�! �����!  

1r
lj- � , ����; 	�
��� kG  	���
����� �� 	�+���	������� ����!
� �� 

r
ljk -� , ��� j � ����� ��
��!����� ������� x. 

3���� l ( 1,l L� ) ������
��� ��?, �����	
�<=� ���!� F���! �!��-
(���
!, �!��� «
!�+�» �
� r -�� �����. 

��*��� l-� ����� ���� ����	��!< ��������	���!< �(���! l
mw  m-�! 

������! ( 1, ,  1,l L m M� � ) , ����	����	����, �(���! l
rW  r-�! ����!, 

1, Tr N� . ?!��) �(��� ��?, ��
!������ �� l-�! �����!, ��������� 	 ����	�-


� min max,l lw w8 9
< = . ?����
)�! 	 ��=�� �
!��� �� ,  1, ,l t t L/ �  

min min max max,  l t l tw w w w/ / , �� �� �������� ��

���	��� �(��� 	������� 
�����������) ��������� �(���� ��? 	 +��
�� � ���
���� �����
�� � ��-
��� +��
�, ��<=�� ����
)+�� ��
����	� ��
���. �
� F���� �(���! l

mw  	 



121 
 

+��
� � �����
�� min max,l lw w8 9
< =  	����� ����� «F��
���!<» �(���! *

mw  � ���-

��
�� * *
min max,w w8 9

< = : * * * *
m m m mw a w b� � , ��� ��F��(���� ���������  ���=�-

�� *
ma   *

mb  ��	��: 

 
* * *

max min max min
* * * *

min min max min max min

( )/( ) ,

( )/( ).

l l
m

l l l
m

a w w w w

b w w w w w w

� � �

� � � �
 (4.18) 

'��� �������, 	�� r-�� ����� �� l-�! �����!, ��	��: 

 
1 2{ , ,... ,..., }h gr

l l
r m

m m m m m
W w

�
� �  , (4.19) 

��� ih�{1, …, M}, gr – ��
����	� �������	 	 r-�� �����. 
��

���	�!< �(���! rW  �
� r-�� ����� �� 	��� ������� �� ����	� 	���-


����� �(���� �����	 �� ����!
� (4.19), ����(���� ������
�<� �� ����	� 

������ �	����:  

 
1

L l l
r r r

l
W c W

�
� � ,  (4.20) 

��� ���������� 	������ ��F��(����	 1 2( , ,..., )L
r r r rC c c c�  	����<� ������-

(���
)�� F�����	���� ����	����	!<=� ������	, �������, ��� 	����� ���-
��� ����+������ �
������( �� ��������	����� ������� �� ������
)-
��� 	������. � ������=�� ������ �������� (�
. 3) !�
�	� ��������� 
-
������ �	���� (������� 3.1-3.4)  ��	����� ������ 3.1-3.3 ����������
)��-
�� �� ��������. ?�F���! 	����� ����!
� (4.20) ��������!���� ���
)��-
	��) ����!
� (4.21) (��
����!< �	����! ������� �(����, ��. ���
. 3.1): 

 � � � � � �
1

1 1 1 1
,  ,  

Ll LL L Ll l lr
r rj rj l rj l r rll l

j l l lr j

wW w r w r c w r c w a
w w� � � �

0 1� � � �� � � V2 3� 4 5
,  (4.21) 

��� 	�
��� l l l
km k ma w w�  - F
������ 3?" �(���� �� l-�! �����!. 

4�"�%����. ?�	
����� F�������	 �
� �(��	��� �����	 +���� ���
)-
�!���� �
� ��	�+��� �����	������ ��������� ��+���. �
� ���	���
)-
��� �(��� �	!� �������	 � ������
��< 	���	 �����	, 	���
��
)����  F��-
��������, ���
)�!���� 	 ����� ��+��� 	 ���

���!�
)��� �������, 
��*�� ���) ���
)��	�� �!��(���
 ������	�, ���
������ (4.17), ���!� 
�������� !��*�� �� ��
�� F�����	��� ������ �� ����� ����	��� ��+�-
�� �
� ��������	����� ����� ��������	���. 

	�����. '�!�����) ����� ������
��� 	���	�� ��F��(����	 �����-
��	 ��!�
�	
��� ����� ������ [126, 132]: �������������) �������� 
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���(��!� «!��������» ������� �������	 	 �
!��� � 	������	�����; 
	����*��� ����	����	���) (
 ����!��) ������ 	 �
!��� � �(��	��� 
F��������; ��
)+�� ����������) ������ ��������	����� �����  �����. 
" ����=)< 	�+��
�*����� ������	 ������� ������
��� ��������� � ��-
����
����� ����
��.  

@�����, ��� 	��)�� 	�*��� �������� 	 ���(���� 	��	
��� ���������-
������  ������ ��+��� 	 ���

���!�
)��� ������� �	
����� �� ��
)�� 
������
��� ��	��!����� ����
�� �������	��� (�������) �������	 
(������	), ��  	��	
��� ����+��� ��*�! ��. ?�	������� ������ ��-
�	�
�<� ��
����	���� !����) 	�
�� ��*���� ������� 	 ���
��<=!< ������-
����) ����� 	 !�
�	�� ����	����� (������ 1 � 5)  	����*��� 	������	-
����� (������ 6, 7) 	����=� 	 ���� �������	.  

?������� ������	 6, 7 ����	������ �� �����
��� �!
)����*���	, 
��	�
� � 	����*���� �������	
��� 	���	��� ��F��(���� ��������	����-
�� ����� �� 	 	�� �!��� ��? �������	, ��� �� ���������25 	 �
!��� � 	����-
��	����� (���������� ����	����	!<=� �!
)����*���	 �� �!���), � 	 	�� 
�!��� ��=������ ����������<=��� �!
)����*���	, �����	
�<=� ����. 

� ������	� ��������
� F�����	���� ������ ��
!���� ��? (	 �����	�� 
��������	��) , ����	����	����, ������ ��
!���� 	���	�� ��F��(����	 
�����	 ����
�*��� ���
)��	��) �!��(���
 ������	�, ������
�<=� F���-
����!< �+��! ��������	��� �� ��*���! � ��������	����� ������	, ��� 
�������� ����(����� 	 ���� ��������	��� ������	. ������ ��F��(-
���� ������(���
)���� ����	����	���� F�����	���� ������ �� ������
)-
��� 	������, 	����*�� ��������� ��

���	��� �(��� �
� 	���	�� ��F��-
(����	 �������	 (�����	).  

"����!
��	�� ��� ������. '������ 4.1 !�����	
	��� ������
������ 
	�*�!< �	��) ��*�! ����!
�� (4.9), ��<=�� ������� 	���	�� ��F��(����	 
�������	 �� ����	� � �����
�<=�� ����������  �(����� �
�	���� �����-
	������ 	������, ��
!������ �� ���	�� F���� ������ 6. '�� ����� ��������, 
��� ����� 2 ������
��� ��? �	
����� ������� �
!���� ������ 6. 

'������ 4.2  4.3 �����*�� ������	��� ������� � ������	��< 3?" 
�������	, ���	�
�<=��� �!=���	���� �������) ��
����	� 	���
��� �� 
�������� 	���	�� ��F��(����	 �������	 � ����� �������
)��� 	�*���� 
������� i ��� �������� j, ������
����� �� ����!
� (4.11), !���	�<=� 
	����*�!< 	������	�����) 	����=� 	 ���� �������	.  

" ������������� ���� ����� 	�� ������
����� ������ ������� 
�
� 	���
��� ��?  	���	�� ��F��(����	 �����	, �� F�����	����) � 

������������������������������������������������������������
25 �� >.D., >���� X. ?����� ��+��� �� ����� �������: �����������  ����=���. 
– 3.: >���  �	��), 1981. – 560 �. 



123 
 

���
)��	��� �!=���	���� ��	�� �� ����, �����
)�� ����	������ �	
�<��� 
��������
�  ������
�*���, 
�*�=� 	 ����	� ��*���� � F�� ������	.  

?�	������� 

<�����	��� ����� ���� ����	��� ��
����), ��� !��� 
���(�� ����� � (�
)< 	����� ����	����	!<=��� (��
�� �������=���) ��-
���� ��	��� � ��������< ��
�� ������ �(���� ������� 	���	�� ��F��(-
����	 �������	, ���
)�!���� 	 ���

���!�
)��� ������� ���
����� ��-
�������.  

U�
����� �(��	��� F�����	���� �������� 	���	�� ��F��(��-
��	 ���	����� �� ���
)��� ����� ������ [62, 63]  ������
� ���!
)��� ��*��� 
�����	�� �+�� ��������	��� �� ���
)��	�� ��?  ��' � 37% (��� 
�������� ��?) �� 0.07% (� ��������� ��?  ��' �� ����	� g-F��
���	). 

>��!
)����, �������	
����� 	 4-� �
�	�, ��!�
��	��� 	 ������� [21-23, 
73, 77, 79, 88, 91-100, 171-173, 175]. 
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«…������� ��%�����, %�� ������ ���������� ����$� � ��$� �� 
"�������� "���� ������ �� ��$� ��� ��"��� 2��$� ����"� ["�-
����� $��������� �����! �� ���������"] ���"� ��������������� 
�����%����» /$.$. U!���	26/ 

	���� 5. ����D �E������� ������������ � 
�������-����������� ��J�� � 
�����������M ������� ����������	 �"���� 
 
#������(����� ������ �	
����� ������������� ����	�� ����� ����-

��	 [68, 130]. � ��������, ��*�� �������) ��� ���
���	������) � ������� ��-

�	�������, ����	����� �� ���
� !�
�	��� ��������
��� ������� 	 
�
�����,  � ROC-���
��� (Receiver Operator Characteristic), ���!
)����� ����-
���� �	
����� ��	��, ����
�� ����� ���
)�!���� �
� �������	
��� ���!
)��-
��	 ������� �
������( 	 ��+���� ��!���. � ������� [58, 140] F����-
����� ������ ���
)��	�� �
� �(��� �������	���� �������	, ���
)-
�!���� �� ��������	�� ������	 (�
. 4), � ���*� 	 ������� ������
�  �����-
��� �
�*��� ����� [138], �(��� ����	 [155], � ���*� �� ��+�� ���� 
��!�� ����� [45].  

� ������ �����
�, 	�-���	��, ������	��� ���(��
)��� 	����*����) 
��
!���� 	������ �(���� 	����������� �������� �@  ��������� ����	����-
	!<=�� �����	��� ���(��!�� �� ����	� ������
)���� ���	��������; 	�-
	�����, ��������� ���(��!�� �
� ������ ��+��� � ������ �������� �@ �� 
����	� �	�����( �!
)����; 	-����)�, �����	
��� ������ ����� ������ 
�����(� �	����	��� ����
)��� ����������, ������� «��
!�+� ����-
���» 	���
�
� �� �������	����) �����(� 	 ����
� � �������!<=�� 
�!�  ����
�*�� ����	����	!<=� �
�����. 

?�� �������	����)< ��������� ������	����� �	����	�, ��������-
�!<=�� ��
< ��
����� ������( 	 ��=�� ������ "��  	���*����� ��
-
����	���� ������
����� ����� (F�������, �	�����(�� ������(  ��.).  

 
5.1. =+/'��K(�> %:�(�� ���%>+(%&+/ &%&+%>(/< &�%?(%;% %#A��+� 
(� %&(%�� '��&/'��K(%;% =���,%=%,%#/> 
 
�	���� ����������: pi(t) – 	���������) i-�� �������� �@ ,  1,i i I� � , 	 

������ 	����� t; � � ( / )i
tp t P v i� �  ~ 	���������) �������� ������� 	�����-

���� ���� (��������
�, ��������� �@) 	 �����(< v-�� !��	�� �� !�
�	 i-

������������������������������������������������������������
26 ������ 	 ��
��� ��������, �������, F������, �������, 1874-1926. 
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�� �������� �@; � � � �
1

( ) /
I

i
v t

i

p t p t P v i
�

��  – 	���������) �����( v-�� 

!��	�� 	 ������ 	����� t. ����������) ( / )tP v i  ��*�� ���) �(����� �� ��!-
��<=�� 	������ (
 �� ����	� F���������� ���
��).  

��
�� ��������� �
!���, ����� 	��������� pi(t)  ( / )tP v i  ����<��� 
���������� �� ����	�
� ���
<���� (n(t)-����) [t, t+n–1] (����� t, ��� �� 
���*����� �
�*���, �!��� ��!����)). 

@������� n� , ˆ /v vp n n�  – ��
� ���	
��� 	 ���
���	���
)���� 
� � � �1 1, ,  , ..., t t t ny t n y y y� � ��  �����( v-�� !��	��  ������� ���	
���, ����-

	����	����, v
v U

n n
�

�� . 

�
� �(��� ��������
��� � �1,... IP p p� �  �� ������� ������ ���
)-
�!�� ����� ������
)���� ���	�������� (33?), ������� ��	����� � ����-
�! � ���� ������	 �
� ���� ���������������� ������	 ��������
���: �����! 
�����)+� �	������	 (�
� �.	. �, ��������
����� �� ��!��!), ����� �����)-
+� ���!
�� (�
� �.	. �, ��������
����� �� D��
��!), ����� �����( ��-
��
)+��� !�
����� (�
� �.	. �, ��������
����� ��	�������).  

 
�%&+�(%��� $�,�@/. ?!��) ���� ��!��<=�� 	������, �� ������� �����-

��	�� ����
�� �������	��� ����� U (���*���	� !���
)��� �������-
�����(� �)  ������ �����(� �	����	��� ("��) � �:G U�K � �� � , 

� �: 1,j UU j N�� �  (G – �!
)����*���	�, ��. ������
��� 1.15), ������� ��-
��*���� ����
�� �������	��� ������ �����(� �	����	��� �!�!� �-
*� !������. '���!���� ��
!��) ����� � �1,... IP p p� �  	����������� ��������-

	����� �������� �@ � �� �P P t� �� , �������!<=� 	���������) � �yp P�  
���
���	���
)���� ���
<���� � � � �1, ,  , ..., t n t n ty t n y y y� � �� . 

 
��H�(/� $�,�@/. >�������� ������� 	����� 	 ������
�*�� � ���-

��������� ����	����� ���	
��� �����(� (�������	). ����������) 
���
���	���
)���� � �,y t n  � !����� 		������� ���������� �!��� ������-

��)�� �� ����!
�:  

 � �
1

vnI
i i

y
iv U

p P p p��
��

0 1
� 2 3

4 5
�V , (5.1) 
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?�������� ��������
��� � �1,... IP p p� �  ������ � !�
�	� �����!�� 

	�
��� � �yp P�  
, ��� F�		�
�����, ���!�� 	�
��� 
� �2log yp P�� : 

 
� �2 2

1

2 2
1 1

log log

ˆlog log .

vnI
i i

y
iv U

I I
i i i iv

v
v U i v U i

p P p p

nn p p n p p p
n

�

� �

�
��

� � � �

0 1� � � �2 3
4 5

� � � �

�V

� � � �
, (5.2) 

@�������  

 � � � �2 2
1

ˆ, log log
I

i i
G y v

v U i
H P P p P n p p p�� �

� �

� � � �� � , (5.3) 

�
� ��
)���+��� �
�*��� ������!���� ������� � [48], ��	������� 
�*� 	 ������� ��������� ����!
��	��,  ���!
)���� � [164, 165]. 

 
��%��'� 5.1. %�
 �!��(� f(()�R – 	��!�
�� 		��� (	���!���), ��� 

(=((1, …, (K) – 	����� 	�����������  ������� ����	����� ( ) kf (b b(  ��-
����
���  �������	�� 	 ��
��� R, ����� ����������  ����������� 
!�
�	�� ����, ��� 	����� 	����������� ( �������!�� f(()�R �	
�<��� 
�
��!<=� 	���*���: 

 ( ) , : 0;  ( ) , : 0k k k kf k f k( 7 ( ( 7 (b b � B � b b � B �( ( , (5.4) 
"����!
�!�� ������!, �	
�<=!<�� ����������� ������	���� !�-


�	� ����������� �������	� ����� 	 ����� (1.1)  �����*�=!< !��	��-
�� �
� ������
��� ������ � �1,... IP p p� � . 

 
��%��'� 5.2. ?� 	���
��� !�
�	� (1) : 1, : 0 iP i I p� M � �  (�� 	�� 

���������� � �1,... IP p p� �  ����	������� ��	�� �!
<) �!=���	!�� �����-

	����� ����� 	����������� � �1,... IP p p� � , �������!<=� 	���������) 

���
���	���
)���� ���
<���� � �yp P� ; �� 	���
��� !�
�	� 

(2) : 1, : 0iP i I p� B � �  �����	����� ����� 	����������� � �1,... IP p p� �  

�������!�� 	���������) ���
���	���
)���� ���
<���� � �yp P�  �����  

��
)�� �����, ����� �
� ��*���� 1,i I�  ���� ����� ������+���: 

 
1

1

ˆ 1
I

i i i
v

v U i
p p p p� �

�

� �

0 1 �2 3
4 5

� � , (5.5) 

(������������� ������� 5.2. �
�*��� 	 ?�
�*�� 5. 
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5.2. �+���+/�(�> =�%:�,��� ,�> �)#%�� &/&+�') =�/$(��%� (� %&-
(%�� '��&/'��K(%;% =���,%=%,%#/> 
 
�
� ����	�
� ���
<���� [t, t+n–1], � � � �1 1, ,  , ..., t t t ny t n y y y� � ��  ��-

���	�� ����� 33?-�(���! � � � �1ˆ ˆ ˆ,... IP t p p� � , ������� ������� !����	!�� 
	 ����� ��+��� � ����� (������) �������� �� �
�����! 5.1. 

������� �����	��� ���(��!�� �(��	������ ��������
��� 
� �1,... IP p p� �  �!��� �����) ������� � �1ˆ ˆ ˆ,... IP p p� � , ��
!������ � !�����-

��� �������)< �
� "�� � �:G U�K � �� � , � �: 1,j UU j N�� � . 

"��
���� ������� 5.2 �� 	���
��� 2-�� !�
�	� : 1, : 0iP i I p� B � �  
��<� ����� !��	���� (5.5), ��+��� ������� � �1,... IP p p� �  �������!-

<� 	���������) � �Gp P� , 
, ��� F�		�
�����, �����!<� (	��!�
!<) 
�!��(< � � � �2log ,G Gp P n H P P� �� � . $��
����� !��	���� (5.5) �� ���-
��+��, �*� �
������� ���(��!��, ���	�
�<=�� � �������� �������)< 
�����	�� ������
�) ����� � � � �1ˆ ˆ ˆ,... IP t p p� � , �������!<=� 	�����-

����) � �Gp P� , � �� �� ����	� ����
������� ��!=���	
��� 	����� �����
)-
��� "�� � �����
)�� ����������� F�������� 
 ��������� �� ���� �*�-
�
�*������ �
������ 5.2. 

$
����� 5.1 ������
��� ������ � � � �1ˆ ˆ ˆ,... IP t p p� �  �������� �� �����-

����	��� � �P F P� �* � : 

 � �

� �
1

ˆ /
,  1,

/

i
i v

I
jv U

j

p p P v i
p i I

p P v j�

�

* � ��
�

, (5.6) 

��''� 5.1. ?��������	��� � �P F P� �* �  (5.6) ��
����� �	����	��: 

1) ��	��!�����) ������� � �,  1,ip i I* � , ��
!������ �� ����!
� (5.6), 
�	
����� 	������������ ��������
����; 

2) :F &�& , ��� & - �����!��� ���*���	�: 

� �1 1 1

1
,... | ,... , 1

I
I I I i

i
P p p p p p p p�

�

� �* * * * * *& � � 	 	 �� �
�  

� ; 

3) �� !�
�	 : 1, : 0iP i I p� B � �  ����� � �1,... IP p p� �  � (5.6) ���-
��	�����  �	
����� 33?-�(����� ������� ��������
��� �������� �@. 



�
�

��;%�/+' 5.1. :�(/��(/� ��&=��,���(/> &%&+%>(/< � (� %&(%�� 
'�+%,� '��&/'��K(%;% =���,%=%,%#/> 

	!��: A��
<���� � � � �1 1, ,  , ..., t t t ny t n y y y� � �� . 

	�!��: � �1ˆ ˆ ˆ,... IP p p� �  - 	����� �(���� 	����������� �������� , 1,i i I� � . 

1: L����!�� ����
)��� ���
*��� � �0 ,  1,ip i I� . ?�
����� l=1. 

2: � ���
*��< � �1,  1,i
lp i I� �  �������� ���������	��� (5.6), ��
!-

���� � �

� �
1

1

ˆ /
,  1,

/

i
i v l
l I

jv U

j

p p P v i
p i I

p P v j

�

�

�

� ��
�

. 

3: ����
��� 	�
��! � � � � � �1 1, , ,i i i i
l l l G l Gh P P H P P H P P� �� � . %�
 ���-

���� � �1,i i
l lh P P �� + , �� ��
����� � �ˆ ˆ, ,  1,i i i

lp p p i I� � . � ����	��� �
!��� 
	���
���� +�� 2. 

	����� � �1ˆ ˆ ˆ,... IP p p� � . 

"	����	� �
������ �����!
��	��� 	 
����� 5.1, 5.2  ������� 5.3.  
��''� 5.2. L!��(� � �,i

l GH P P  �� 	��������� �� l, 
 

� � � � � �1 1, , , 0i i i i
l l l G l Gh P P H P P H P P� �� � � . 

��%��'� 5.3. ?��
���	���
)����) � � � �1ˆ ˆ ˆ ˆ,  1 ,  ,... I
l l l lP l P p p	 � , ������
��-

��� �� �
�����! 5.1  ����!
� (5.6), ������� � 33?-�(���� (5.5). 
 
1.1. ��%��+/�%-/(0%�'�:/%(()< =%,*%, � �)>���(/L $��%(%'��(%-
&+�< � $�,�@� ��&=%$(���(/> &%&+%>(/< ,/(�'/@�&�%;% %#A��+�  
 
�!��� ���
)��	��) �������	�! ����� (1.1) ��������	��� �������� �-

���������� ������� (�
. 1). 
?��(��!�� ��������	��� �������� �@ ������ � 2-� F����	: ����� 

���	��� F���� �	
����� ��	��!�����) �������	��� (���������������) 
�������	 	 	�� �(���� !�
�	��� ��������
��� ������� !��	��� �	����	�-
�� 	 ������ ��������� �@. #����� 	������ F���� �	
����� ������ ��+��� 
� �����
�*���� ���
<������� ����
� �����! � �������� �@. 

1 2���. @�����
��� ��������������� �������	.  
1.1. L����!�� "�� � ����
)+�� �������	����)< �� ��!��<=�� 	�-

����� (��. �*� �
����� 5.2). 
1.2. @�����
��� ��	��!�����)  �������	���  (���������������) ��-�

128
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�����	, �	
�<=��� �(����� ��������
��� 	����������� 
� �,  0, ,  1,i i

Up p N i I� �� � �  
�������	 !��	��� �>, ����������� �
� ��*���� 

�������� �@ �� ����!
� ( ip�  - �(���� 	��������� �-� �����( �
� i-�� ��-
������ �@ (������), 1,i I� ) i i ip N N� ��  ( iN  - ��=�� ��
� ��������� ��-
�����	 �
� i-�� �������� �@, iN�  - ��
� 	����� ����
� �-�� !��	�� �
� i-�� 
�������� �@). ��������� ������� 	����������� �� ��
! ����!���� ���-

��(�.  

2 2���. >�������	��� �������� �@ (������ ��+���). 
2.1. ?� ���!
)����� ���
<���� � � � � � � � �� �, ,  1 , ..., y t k y t k y t k y t� � � �  

(k-����) 	���
��� ����	����	!<=� �������
)��� ������� p N n� �� , 
U� �  (N� - ��
� ���	
��� ������� (�����() �). 

2.2. ����
��� ������(����� ��������� ��*�! «F��
�����» 
�(����� pi !�
�	��� 	������������ ��������
��� �.	. - ��
� 	����� ����-
��
����� �����( ����
� 	 ��*��� ������� �@  ��
!������ 	 ���!
)��-
�� ���
<���� � �,  p p U� �� �  �� ����!
��: 

 � �,  ,  ,  
2 2

i i
i i p p p pD p p d p d p

0 1 0 1� �
� �2 3 2 3

4 5 4 5
, (5.7) 

2
2,  log

2

i i
i i

i
U

p p pd p c p
p p

�
�

� � ��

0 1�
�2 3 �4 5
� ,

2
2,  log

2

i

i
U

p p pd p c p
p p

�
�

� � ��

0 1�
�2 3 �4 5
� , 

��� � �* 2i ip p p� �  - ��������
��� 	�����������, ������� ��
!������ !����-
����� �
� ��*��� ���� ����	����	!<=� 	����������� � ������� p*  pi; c - 
�����!<=� ��F��(���, �������	�<=� 	���
���� ����	����	� 

� �0 ,  1id p p� � ; �!��� � �*
2,  log

i
i i i

U

pd p p p
p
�

�
� ��

� �  - �(���� ��������� �!
)-

���� - D���
��� (����, ���������!<=�� 	����!< F�����< 2-� 	���������-
��� ��������
���). ��
��� � �,  id p p  �����(���
)��  ��	�� 0, ��
 ��	�� 
���	�	����� ��������
���,  ���� 	 ���� 	����!< ������(<.  

2.3. ?������ ��+��� 	 ��
)�! ���� �������� �@, �
� �������� 	�
-
��� � �,  iD p p  �	
����� �����)+��: � �� �*

1,
arg min ,  i

i I
i D p p

�
� . 

4�"�%����. 3��� ���
�� ��������
��� (5.7) 		����� ��� �
)������	� 
��������< �!
)���� – D���
���, ������� �� �	
����� ������� (���������-
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��  �� !��	
��	����� ������ ���!��
)���).  

+���?,�(/� 5.1. L!��(� � �,  iD p p , ������
����� �� ����!
� (5.7), 

!��	
��	����� 	��� �	����	�� ���������. 
��������
)��	� ���	����� ����������	����� ���	����� �	����	 �������-

�� (�����). 
� ���
. 5.1 ��	����� ���!
)���� ����
��	���, ��� !������ ��	�����) 

F�����	���� ��������	��� (%), 	����� ��������	��� �
� 10000 �������	 
(10-5 ���)  	����� ��!���� (10-6 ���) �� ���������	 +!��. � ���
. 5.1 ���
)-
�!<��� ����������: U[a; b] – ��	�������� +!� �� ����	�
� [a; b]; N(m;A2) – 
�����
)��� +!� � ���������� (m;A2); @� - ��!��<=�� 	������; �� - ���-
���
)��� 	������; �/+ - ��� +!��. U�
� �	����	 	 �1 – ��
� �����(� 	 �-
���
)��� �� !��	�< ������� �@, 	 ������ F�� �1. 

 
$����� 5.1. ������������� ��������� (' �� ������ ��#��"�������� "������ 

 
P�����	����) ��������	���, % U�
� �	����	 	 

�1/ ��
��� 
+��� �	����	�-

�� 

@� 
�/+ 

��1 
U[-320;320] 

��2 
U[-640;640] 

��3 
N(0,100) 

����� 
�����-

���	��� 

����� 
��!��-

�� 

5 5.746 0.6851 0.6835 0.6853 0.6801 406 28 
10 2.873 0.8606 0.8536 0.8685 0.7774 690 28 
40 0.718 0.9616 0.9647 0.9661 0.8456 701 50 

100 0.287 0.9398 0.9387 0.9362 0.8917 1003 65 
 
'��� �������, ������(����� ������ � ��������� �� ��������	�-

�� �������� ��� ������	  �������� �����, ����	����� �� �	�����( 
�!
)����, ���� 	����*����) ��������	��� �������� ����������� ������� �� 
����
���� (���
)���) 	���� � ����
���� ������	��.  

J�����, ������, �!=���	����� ���
�� 	 ������	� ��������	��� ������-
�� �@ 	 ��	����� �� 	�
��� +��� �	����	��� (2-� ���
��( 	 ���
. 5.1). 
��� �	�����, ����� ������ ��������� �	
����� ������ �������, ����!<=�� 
��=� 	���� �!���� ��������,  ��F���! �	�����������  �����	��� ������ 
��������� (����) ������ �����(� �	����	��� ("��)) �
� ���
��!����� 
���(���� �� �	
����� ��������� ��+����� �������. 

 
5.4. :�(�� /(0%�'�+/�(%&+/ ���(+%��(/> ���'�((%;% �>,� � $�,�-
@� ��&=%$(���(/> &%&+%>(/< ,/(�'/@�&�%;% %#A��+� 
 
A� �������	��
)��� F���� ��������	��� �� ������	�� ��������-

������� �������	 �������� �@ ������	���� �����	�) �����! ����*���� 
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������ ������� ������ ������� ������� �� ��	�� �����( (������-
*���	 ������� � ����	�
� [0, KU]) (KU - ������
)��� !��	��) �	����	���), 
������� ��
!�+� ������� 	���
��� �������!<=!< �!�) �����(� ��� 
�������	 ��������	��� �������� �@. ���+�� ������� �(��� ����-
�� �������	 �	
�<��� F�����	����) ��������	���  	���� ��������	��� 
(�
. 2), 	�!������ ������� �(��� ����
 �	����	��� �	
�<��� F����-
��  �	�����(� ������( �!
)����. 

@���� �!=���	!<=� ������	 [125, 151, 159] ������	���, ��� � ������=�-
�! 	����� 	 �	������ 
�����!�� �� ��	����� F�����	��� (�
� ������
�-
�� ����������� �@) ������	 ������	��� ������� ��������(, �M ������-
������ �����������, �� ������� ����������	���� ��	��� �	������� � ��� 
������
�(�  F�������
�(�. '��, �	������ ������� ����M��	 ����
)���	� 
(A���	���, O������) ���!= ��� �	����	, ������� �� ���	�
�<� �����) �M 
	��
�� �������� �
� �
�*��� ��+!�
����� �@. ?�����
� ��������� � 
��: ��������������) �������	 ���
)��� ����
�	, ��	����*����) ������� 
���
)���� �
)���, �
�*����) ����M��	 �� 	�������	
�� �!��( �
���� 
���� ����
)���	�, ��������
M�����) ����	�
� ��*�! ����M��� 	 �
! ���-
�	�
)���� �������� �������, ��	����*����) ������
��� ������������ 
����������� �����+������ �� ��������(.  

 
5.4.1. ����+/@�&��> ����/$�:/> �,�=+/�(%;% �)#%�� G00��+/�(%< 

&/&+�') =�/$(��%� 
 
@�����
� �����! �������	 �
� ��������	��� �������� �@ �� ����	� 

�����
��� �!
)����*���	. 
'���������� 5.1. "������������ �!
)����*���	� (����������� 1.15) 
1 1 2 2{ , , ..., }

U UN NG k k k� � �� # # # , ����	����� ����	���� (�������) 

� �: 1,j UU j N�� �  – �����*�� !���
)��� F
������	 (�����(�)  �����*�� 

���������� R T � �1 2,  ,  ...,  
UNG k k k�  F
������	 ����	��� (���	���� ���(���-

(� G), ����	�� ����������� (��	��������, 
������) ������� �����(� �	��-
��	��� ("��) G, ��
 �����( �	����	��� (!��	� �>) ��
!���� �� 
���-
���! �����!: j js h� � , ��� sj – (�
�� ��
�, h - +�� �	����	���, ��	��� ����-
���! �� ��
��� �������� ������� �> �� �������� ��
� �������	.  

"!�) �����	���� ������� � ��+��< ����
��� �����
)���� �	����	�-
�� ���
<������ 	 	����� "�� ����
)��� ���������� (��=���� ������ 
U*, |U*|=NU* , 
 ���������� �!
)����*���	� G*), ������� �������
� �� �-
������	����) ������� «��������� ������» ��������  ��
���
� �� *�
�-
��
)��� �	����	�� (���)+�� 	���� ��������	��� � ����
���� ������	��).  
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"
��!<=�� ������
��� �������� �� ��	�� ������ �������������� ��-
��-�!
)����*���	�. 

'���������� 5.2. "������������ �!
)����*���	� � �1 2, ,  ..., NG c c c ** � , 

����	����� F
�������-�!
)����*���	�� : 1,j j Nc *�  (����-�����(��) 

� �1 1 2 2, , ..., 
j jj j j j j jn jnk k kc � � �� # # # , ������=� � F
������	 - !��	��� �����(� 

� �: 1,...,j UU j N� � � , ����	�� �����	��� (����	��������, ��
������) ������� 
�����(� �	����	��� ("��, ����-�!
)����*���	��) G*. 3!
)����*���	� jc  

�	
����� ���������� F
������	 ��	��������� �	����	��� � �1, ,l l j jc c� � �8 9�< = , 

��� 1, j jc c �  – ����(� «�������	», ������
����� 	 ����	����	 � ������
)-
��� �������� ������(����� ����. 

��!�� �
�	��, "�� G* ��
!������ �������� �������� ������� "�� 
G �� ��������� ������� �� �������� ��
����	� ����	�
�	, ����(� ������� 
������� �� ������
���.  

A� ��. 5.1 �������� ��*�
���
)��� ����������) ��	��������� �	����	�-
��, ��	���=�� � �!=���	�����! �����< ������	� ��������	��� �������� 
�@. ����� ������� ��������	��� ������ � 4-� �������� ����
� �����*�-
�� ����������� �	����
� 	 ��	����� �� ������� ��
� �����(� ������-
	��� ������ ������ ������� ��������	���. $��
� ������
, ��� 	 ����� � 
�������� �� 	�������� ���� �� ����
)�!< �����(< �������� )10% �����-
�� �� 	���� ������ ������� �>, ������=��� �� F�� �������� (		�! 
���-
�����	��� �������� ����). � �	�� � F�� ��
� �+��� ��������	��� �
� 
�������	 � ������� �������� ����! !	�
�	����� �� ~3000 (33%, �.�. 	���� 
�������	�
��) 	 ������ F���������� 10000 �������	). �
� ����
)��� ���
-
��(� ����
� (��� "?) ��
� �+��� �� ��������	�� ������ �������� ��-
���	
�
 100% �� ��=��� ��
� �+���.  

 

 
���. 5.1. �������� ����%��$� ������ )�$� �����"����$� �����������, ������)�� � 

������� ��%����� ������������� ��������� (' 
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?����
)�! 	����� !��	��) +!�� 	���� �!=���	���!< �����+����) 	 
	���
��� �� ��	�������� �	����	��, �� 	 F�� !�
�	�� ������	��� 
(������������) �������	 �
� ������ ��+��� � ������� �@ ��*�� 
���	���)�� ��
)�� �
� 	��������� ���� � ���� !��	��� ��+!�
������.  

�%&+�(%��� $�,�@/. ?!��) ���� ������� �������� �
������(� ��-
������ �@ � �1,... IP p p� �  �� ����	� ��	��������� �	����	��� "�� 

� �0 :G U�K � �� � , � �: 1,j UU j N�� � , ����������� �� ��!��<=�� 	������ 

� �0,y t N*  ���
��!����� ��������
� (�����������). 

'���!���� �������	��) ���!< �����! �������	 - � �1 1: 1, UG Nc c� �  

(����� ������� ������� "�� � �0 :G U� �� �  �� ��	�� ����-�����(), ��-
����� ��	��
� �� � �����!�! ������(����� ���� �������
)�� ������ 
	����������� ��������	����� �������� �@ � �1,... IP p p� � .  

� ������	� ���� �������	���� ������ �������	 G1 �
� ����*��� 
(�
 - ��������	��� �������� �@ – 	������: 

1) ���!� F����� 	������������� ��������
��� �������� �@ 

� �
1

log
I

i i
i

H P p p�
�

� �� ; 

2) �����!� ������(����� ���� �� ����	� �	�����( 
". �!
)����. 

��H�(/� $�,�@/. "����� 	����� "�� �� ����	� F���������� ������. 
?������, ��� ��� ��
)+� �� ������( ������� ��*��� �����(� (��� ��-
����), ��� F�����	��� "��. P������ �
!������ 	�
��� � (��������
�), 
��<=�� �������� ��
� ������� � �1: ,

UN� � � ��  � ��������
���� 	�������-
���� {pj} ������
����� ��� ������������� �*���� �����	����� ������( 
I(�): � � � �� � logj j

j U
H M I q q� �

�
� � � �  (U - ���*���	� ������� �.	. �, 
 ����� 

	 ������
�� �����
��� �!
)����*���	). U�� ��
)+� ������� F�����, 
��� ��
�� +���!< ��
���) ������� ��������� ����������,  ������� ���-
������ 	��)�!<��� 	 ��
�� +����� ��������, � F�� �����, ��� ��� �����*� 
��
)+� ������(. ?�F���! ���� � ������	 (�
������	
������ �������-
��	��� "�� (
 	����� � �����
)��) �	
����� �������(� F����� ���-
�����
��� �����(� ��� �������	 (qj – 	���������) j-� �����( 	 "��). #�-
	�����, ��� � 	��� ����������� �!��(� ��������
���, ������
����� �� 
�������� ����	�
�, ������
)��� F������� ��
����� ��	�������� ��������-

���. "
���	���
)��, (�
)< ���������	��� �!��� «	���	�	���» ��<=��-
�� 	����� ������� �����(�, ��
!������ 	 ���!
)���� ������������ �	����-
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	���, �� ���� «�������=�» ���������	��� (���������) ������� �����(� 
	 ����-�����(.  

U�
� 	����*��� ������� �������� ���*���	� !��	��� �	����	��� 

�� k ���!���� ��!�� ������
����� 	�
���� � � � �
0

1 U
k j Nj

k
j

C k j
�

� �� , ��� j
kC  - 

��
� �������� � k �� j. � �	�� � F�� ������ ����*���� �����
)���� ���-
���� �	
����� NP-�
�*���, ��+��� ������� 	��)�� ����!����
)�� � 	���-

��
)��� ���� ����� ��*� �� ��	�������� �����
���� [19, 42, 49]. P��� 
���� ��	��� � 	�*���� ������� F�����	��� �
������	 ����� �����
)-
��� "��. 

#�
�*� ������ ������� F	�������� �
����� ������� F�����	��� 
(	 ����
� �������� ������	 ������	�) ������ !��	��� �	����	��� �� ����-
	� �	����� �������� ��	��������� �	����	��� � �����	���! (����	�����-
���!).  

������� (������) ���!����� ������� ��������
� ����	����� �� N* ��-
�����	 (�� ��
! «�������	»), �
�� ������� ������(���
)�� ��
! ����	��-
��	!<=� �����(� 	 ������� "�� (	������), ������<=� 	 «������»: 

j j
j U UN N- c� �  (NU - ��=�� ��
� �����(� 	 "�� G, j

UN  - ��
� �����(�, 

������<=� 	 ����-�����(< (���*���	�) jc , x  - ��=����) ���*���	� x).  
@�=�� ������������ ��� !���=������ �
������ �
� ������	��� 

�����	��� "�� (��. �
����� 5.2), �������� �������� ���	����� �� �����-
�� 	 ���
)��� 	����� ()���), �
��!<=��.  

?� ��!��<=�� 	������ 	 	�� �> (��������� ���
��( ���
<������ 
����������� �@) �����!<��� ���*���	� U (���*���	� !���
)��� �����-
(�)   [G] (�����* ���������� �����(� ��� ���(���(� �������������� 
�!
)����*���	� G). %�
 !�����	
���, ��� ������	� ��	��������� �	����	�-
�� ��!��	
��	����
)�� (��� �	����
)��	!�� � ����	�������� ������� ���-
�����
�� ������� ��������
�), �� 	���
��� «�������	» ��!=���	
�����, 
����� � !�
�	� ��	����	� �
�=���� ��!�, ������	����� 	�����
)��� ��-
�!=� �� �������� ������� «�������	» �� ��	��, ����<=�� ���������! 
�(��� �!��( �
������ ��������
��� f(x).  

?�������� F�� ��� 	��
�=����� �� ������	�� ��	�� "�� (����-
�!
)����*���	� G*), ������� �� ����	� ���*���	 U  [G] �����!���� �� 
���(�!: �����!���� ��	�� !��	��) �	����	���, ��
 	���
������ ���� �� 
���� � �	!� !�
�	�: �) ��������� ��*�! ���!=�  ������!=� !��	��� 
�	����	��� ���	������ ������	�� ������� �max; �) �������) ��*�! «	����-
�������)<» ������� (��������	�����) ������� �����(� ���	������ bmax 
(��!����	��� �!���� 
 ��
� ����
������ ����	�
�	). ��
��� �max  
bmax ���!
�!<��� ���������� �	����	��� $  h0.  
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?� ����� ������� ���������	��� ������� �����(� 	�� 	���
����� 
������-���*���	� jc  �!�!� ���� ������� ������	!< ������(���!< 
����!��!, �.�. ����	�� �������	-�����(�, ��
!������ 	 ��	�������� +��
�, 	 
�����! �������	 - ����-�����(�, �!��� �����	�*���)�� �����)+� ����-
��� ������(. 

��;%�/+'1 5.2 �,�=+/�()< �)#%� ��%�(�< ���(+%��(/> 

	!��: 	�������� ��� x(t), t�[ t0, T]; ��������� ���!
����( �	����	��� 
$, h0.  

	�!��: "�� 1 2{ ,  ,  ...,  }NG c c c ** � , � �1 1 2 2, , ..., 
j jj j j j j jn jnk k kc � � �� # # # , 

� �: 1,...,j j Uu j N� � � , � �1, ,j l l j ju c c� � �8 9� �< = , R T � �1 2,  ,  ...,  NG k k k ** � . 
1. ����
�) ������
)���  ����
)��� ������� ���
��!����� 

	��������� ���� xmax  xmin. 
2. "������	��) ������� ���*���	� !���
)��� �����(� 

U=(x1, x2, …, xn). 
3. ?�������) ������� �
� ��*���� F
������ ���*���	� U. >��!
)���� 

�������) 	 ����	 { , }xn x U� , !������������ �� 	��������< ������� F
�-
�����	 ���*���	� U. 

4. ����
�) ������
)��� +�� �	����	���: � �max 0 max minh x x $� � � ; ��-
������ ���
���� !��	��� �	����	��� («��������	» 	�����������): 

� �max max | | ,1b U $� . 
5. "������	��) ���*���	� ��	�� !��	��� �	����	���: ��
�*�) 
� �minU x* � , �*�<< ����(! ���!=��� «�������» (�	����), ��	��� 0 mins x� . 
6. ?�
�*�) � �xn j  - ������� ���!=��� �	���� j, � �0 0xn � ; 
7. ����
���) (�
: i = 1 ���� i <nx.  
a. %�
 � � � � max| 1 |x xn j n j b� � �  
 0 max| |jx s� � � , �� ����	�) 	� 

���*���	� U* ��	�� F
����� u1 = � �10.5 j jx x� �   ����	�) 0 1s u� . 
b. �	�
��) j = j + 1. %�
 j <nx, �� ������� �� +�� 7.�, ���� ������� �� 
+�� 8. 
8. ����	�) 	� ���*���	� U* ��	�� F
����� xmax: U*:=U*+xmax. 
	�����: �������	����� ���*���	� (����� !��	��� �	����	��� U*). 

#�
�*� ������ 	����� "��, �������!<=� «��
!�+!<» ������-
�!<=!< �!�) ��	�� ������ �������	. 

"����� 	����� "�� �� ����	� �������( �	�����( �!
)����. @��-�

������������������������������������������������������������
1 $	��� �
����� Q.>. R��, ��(��� '?�, ��!=���		+� 	���
��� �
� �
�	� 5. 
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����� ����� ,dv dvp q  - !�
�	��� 	��������� �������� ������� �����( 
��U 	 d-� ��	�� ������� («������») (d = 1,2,…,k, k > k0, k0 ������) �
� ������-
�� �1  �2, ����	����	����. '���� �
� �	!� �������� �������� 	 ������	� 
��
!�+��� ������� �������� �������� ������� �� k �������	 	�������� 
�����, ������� �������!�� ������� �	�����( �!
)����: 

� � � � � �1 1 2 , 1
arg min : ; arg min log

k

dv dv dv dvG k U d U
G D G p q p q

�� �

� � � � ��� . 

� �
!��� I >2 �������� �������!���� 	�
���: 

� � � �
1 1

: ;
I I

i j
i j

D G D G
� �

� � ��� . ����������, �	�����(� ������( �!
)����, 

������� �	�����( �(��	�<��� �� ������ ��!��<=�� 	����� �� ���-
�!
��:  

,  l l l l l l
i jp n N q m N� � � �� �� � , , 

� �log log
l l

l ll l l
jl l

l l l l l l
U U i j i

n Np n mD p q
q N N m N

�� � �
� �

� �� �� �

0 1
� � � � 
2 32 3

4 5
� �

�� � �
� , 

 
� �

22

1

22

2

1 log log

1          log log ,

l l

l l

l l l l
l l

l l l l l
U U

l l l l
l l

l l l l
U U

p p q pS D p p
N q p q

p p q pp q
N q q q

� � � �
� �

� �� � �

� � � �
� �

� �� � �

� �

� �

8 90 10 1�: ;� � � �2 32 3
: ;4 5 4 5< =
8 90 10 1�: ;� � � 2 32 3
: ;4 5 4 5< =

� �

� �

� � � �� � �
� � �

� � �
�

� � �

 (5.8) 

����	����	���� (	����� �����, ��
 F�� �� ���*��� �
�*���, �!��� ��!�-
���)), ��� l

iN , l
jN  - ������ ��!��<=�� 	����� �
� "�" �i  �j, ����	����	��-

��, , 1,i j I� , Ul – ��
� !���
)��� �����(� 	 Gl.  
� [112] ��������, ��� �
� 1,  1l l

i jN N�� ��  �(���� �	�����( ������-
( lD

�
 �	
����� ����������� �����=M����  ������� � Dl 	 ������ �	����-

����� ����
�. 
A� ����	�� lD

�
  � �lS D

�
 	����*�� ��+��� �
��!<=� �����: 

� 	����� "�� � ����
)+�� ���
��<=�� ����������)< (�������	��-
��)<) �� �����!�! �	�����( ������(;  

� ��
!���� ��
����	����� �(��� ���
��<=�� ���������� �	!� "�� 
�� ����+��< � �	�����(� ������(, �� ���) �� 

1 2l lD D
� �

. 
� ���	��� ������� 1 2( ) ( )D G D G�  (�	� "�� G1  G2 ��
���<� ������	�� 

�������	����)<) �� �
)������	� 1 2( ) ( )D G D G/  �� ����	� ������� 
1 2

1 2

( ) ( )
( ( )) ( ( ))

D G D GT
S D G S D G

�
�

+ � � + �
; ��������� �
)������	��� ������� 
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1 2( ) ( )D G D G/ , ��
 	���
���� !�
�	� (gT 	 , (g  � ������	�� ������� �� 
!��	�< �������� ( �
� ������������ �����
)���� ��������
���;  

� ������
��� ��	����
)���� ����	�
� �
� Dl �� ��	����
)���! !��	�< 
1-( �� ����!
� � �l l lD D g S D(� J

� �
, l=1, 2; 

� 	������� ��+��� � ���M*���� 	����� "�� (��. �*� !�	��*����) 	 
����
� �(��� ���M�� ��!��<=�� 	�����, �������!<=�� ����!��!< 	���-
�<< ����(! ������ � �lS D

�
 < s0.  

@������� 	 ����!
� (5.14) ����� K1  K2 �
��!<=� 	�
���:  
22

1 log log
l l

l l l l
l l

l l l
U U

p p q pp p
q q q
� � � �

� �
� �� � �

K
� �

0 10 1�
� � � 2 32 3

4 5 4 5
� �

� � �
�

� � � , 

22

2 log log
l l

l l l l
l l

l l l
U U

p p q pp q
q q q
� � � �

� �
� �� � �

K
� �

0 10 1�
� � � 2 32 3

4 5 4 5
� �

� � �

� � � . 


+���?,�(/� 5.2. �
� 	������� ��+��� � ���M*���� 	����� "�� 	 
����
� 	���
���� ����	����	� � �lS D

�
 < s0 ��������� 	���
���� !�
�	� �� 

����� ��!��<=�� 	����� 	 ������ �������	 Gl: 1 1 0 2 2 0,  l lN s N sK K� � . 
(������������� !�	��*���� �
��!�� � �������	
��� 	���*��� �
� 

� �lS D
�

 	 	��: � � 1 2

1 2
l l lS D

N N
K K

� �
�

. #� ����!����� ��������� � �lS D
�

 < s0 �
��!�� 

!�
�	� 1 2
0

1 2

 l l s
N N
K K

� + . >����+	 !��	���� 1 2
0

1 2
l l s

N N
K K

� �  �������
)�� lN2   

��!=���		 ���
�*��� ���������	���: 
2 1 2 1 0 2 1 0 2 1

2
0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1

1
l l l

l
l l l l
N N s N sN

s N s N s s N s s N s
K K K K K

K K K K
0 1 0 1 8 9

� � � � �2 3 2 3 : ;� � � �4 5 4 5 < =
, 

��
!�� ������+���: 2 2 1
2

0 0 1 0 1

 l
lN

s s N s
K K K

K
� � 



 �  - !��	���� ������
� 

�������
)�� ���������� lN1 . ����������� ���*���	� �����, !��	
��	�-

��<=�� ����!����! ����	����	! 1 2
0

1 2
l l s

N N
K K

� + , �������� 	 ��
��� 

022011 , sNsN ll KK �� . ��	��*���� ��������. 

� �
! �
!������� ��������� ��!��<=�� 	����� 	����*�� ��
!���� 
�����
)�� «����*�» 	 ����
� �������	���� "�� 	 ���� ���
�� 	�����-
���� ����. ����� «��
!�+��» ��*�� ����	���) ��+���� ����������-
�
)��� ����� �� ����	� ��<=��� ������ �� �����
)�� ������� ������� 
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�� ����	� 33$# (�
����� 2.3, �
.3), �������, ������	� ��������	��� (f1) ��-
������, 	���� ��������	��� (f2), ��
!������ �� ������
)��� 	������, ���-
�������) �!
)����*���	� G* (f3)  ��!��, �������	����� ���(���� ��-
+����� �����. @(���� �� 1-�! �����< ��
����	���� 	���*����� 	 ��
� 
���	
)�� ������������ �������	 (������� �>) �������
)�� ��=��� ��
� 
������	
����� � ��������	��<. @�
���
)��� ����������)< ����������� 
�
� F��� (�
 	 ������ ������ ���������� ������( �	������� ������ 
������ ���	���� �	
����� 	����*����) ���
�� �������� �����<=��� 
���	�	����� ������	 �
)������	 (����), "��)  ��������	����� ����*���� 
����!�� (��
!�+�� ��+��� �!��� �����	
��) �����!� ���
)�!���� 	 
33$# �	���� ������	 – �!��( �������
)���� ������	�).  

5.5. �/&��((%� &���(�(/� G00��+/�(%&+/ ���(%'��(%;% / �,�=+/�-
(%;% ���(+%��(/> =�/ ��&=%$(���(// &%&+%>(/< C�� 
$����	��� �	����	��� ������� �>, ��	���=�� � ������
)���! 	��-

��+! 	� 	����� ������ �
������ ��������	��� ��� �!=���	������ �����-
�� 	 ������	� (��. 5.2), �	
�����, �� �!�, ��������, ��������	!<=� ����-

�� ������! ������
��< ��������������� (��������) 	 ���
��!���� �>. 
'��, � ��. 5.2 �
��!��, ��� �� ��
� �������	 (�����(� �	����	���), ���-
��� � 40 (	 ����
)��� �� ����������< !��	��� �	����	��� �������) ���-
����) ��������	��� �� �����	��� �	����	�� ($�)  ����������� ��	��-
������ �	����	�� ("�) 	���	�	�����, � �
��
)����) ��������	��� �� "� 
��
��, ��� �� $�, 	 20-25 ���.  

 

�) b) 
���. 5.2. 0�%����� ������������� � ������"���� �� ���%���� ����� ��������-

��� - �); b) - ���"� ������������� ("��, ��� 104 ��&�����, ��� %��� ���"��� �� ��%�-
���) ��� ���������" (�1) � ����������" �����������(�1) 

?���*�� �����), ��� ���(��!�� ����	����
)��� �
)���( �
� �����-
���	��� �������� �@ �� �	
����� ������� �	���� 	 ��������	�� ����-

�	 (	 ����
� 	�����  F�����	���� ��������	��� (��
 ���	
)�� �����-
������� �������	)). #��
���	��� ���	��
��) 	 !�
�	�� ������ ����� 
(%	�
�� (%3), q������ (q3), ������(����� ����=����� ����� (#�-
�@3)) (����!
� (5.7))  �� ���
���� ����  !��	��� +!��	.  
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� ���
. 5.2, 5.3 ���� ��������
 F�����	����  	����� ��������	��� 
�� ����������� ("�)  �����	��� 	������ +��� �	����	��� ($�)  ���
)-
��	�� ���(��!�� ��������	��� �� ����	� ���� !�������� �����. � 1-� 
������ (�
� ��*���� ��� ����
�) !����� �!�+� ���!
)��� (	 ���(�����), 	� 2-
� ������ – 
!�+�, �������� �	����	��� h = 0.05, ��
� !��	��� �	����	��� 
!������ �
� ����
)���� ������� ���
�!�� ����
�, 	���� ��������	��� 
!������ �
� 1-�� ������� (�������) 	 ��� ��� !���� 	����� �� ��!����  
�
)���(<.  

 
$����� 5.2. �##���������� ������������� ��� ����������" � ���������"  

������! )�$� ����������� �� ���" "������" 
 

P�����	����) ��������	��� 
("�), %  

P�����	����) ��������	��� 
($�), %  '� ����
� 

�
� ��������-
	��� #��@3 %3 q3 #��@3 %3 q3 

��� +!�� 86.48 
99.68 

84.73 
97.78 

86.71 
99.71 

78.81 
99.49 

78.00 
99.46 

65.38 
96.92 

" +!���, 30% 76.19 
95.49 

76.05 
96.52 

76.4 
95.27 

73.62 
81.91 

80.08 
81.91 

77.05 
80.86 

" �
)���(-
�� 

82.67 
94.49 

71.81 
95.13 

81.47 
94.24 

84.98 
81.6 

82.93 
82.93 

79.83 
86.49 

 
$����� 5.3. 	��"� ������������� ��� ����������" � ���������" ��������-

��� �� ���" "������",�@ - ��� #���������; @ - � #���������� 
 

������� 	����� ��������	��� 
("�) 

������� 	����� ��������	�-
�� ($�) 

������� 
��
� +�-
��	 �	��-
��	���  #��@3 %3 q3 #��@3 %3 q3 

0.167 
0.795 

0.050 
0.199 

0.026 
0.109 

0.026 
0.046 

0.013 
0.016 

0.008 
0.008 10-50 

�L 
  L 1.267 

6.793 
0.510 
1.999 

0.321 
1.121 

0.225 
0.541 

0.123 
0.114 

0.090 
0.091 

0.951 
1.583 

0.951 
1.583 

0.124 
0.209 

0.026 
0.047 

0.013 
0.017 

0.008 
0.009 60-100 

�L 
  L 8.951 

14.583 
9.957 

15.581 
1.144 
2.249 

0.423 
0.749 

0.216 
0.245 

0.098 
0.099 
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	����� �� ���������" "������������ �� �	3. "��	���� �������  
	����� ��������	��� � ����	����
)��� �
)���(�� ������� ������  ��� 
�
)���( (�� ������ ����
 P3") ������
�:  

1) 	���� ��������	��� � �
)���(�� ��
)+� �� ���-�	� �������; 
2) �������) ��������	��� �� ���
)��	�� ����������� ���(��!�� 

�	����	��� �
� ������ ��� �
)���( 	�+�, ��� �������) ��������	��� �
� 
������ � �
)���(��, ������� �� 1%; 

3) �������) ��������	��� �
� �����	��� ���(��!�� �	����	��� �� �-
��
)��	�� �
)���( 	 ������� 	�+� �� 3-5%, ��� ��� �
)���(. ?� ��-
������� �	����	���, ��	��� h = 0.01, �������) ��������	��� ���
)���	����-
�� ����
� �� 10% 	�+�, ��� ����
� � +!���; 

4) �
� ����
� � +!���  ���
)���	������ ����
� �!�) ��
�� ����� 
(������� �� 1%) �������� ��������	��� � ���
)��	���� ����� %	�
��, 
�� ���	���< � ���
)��	���� #��@3  q������ �����. ?� �����	��� 
���(��!�� �	����	��� �
� ���
)���	������ ����
� � ������� #��@3  
q������ �������) ��������	��� 	�+� �� 2-4%, ��� �
� ����� %	�
��. 

"��� ���
���� �
������	 ��������	��� �� ����	� F��
���	, �������� 
�
�*�����  F����������
)�� ��
���	����� 	 [80, 84, 86] �
� ��+��� ��-
�!*������ 	 F��� ������ �����, 
!�+� 	���� ������	�<� ���� �
����� � �-
��
)��	���� FriS-�!��(  �
����� �� �����! �
*��+� �������. ?� 
F��� �
����� � ���
)��	���� FriS-�!��( 
!�+� �������� �
� ����
� ��� 
+!��, � �
����� �� �����! �
*��+� ������� 
!�+� �������� �
� ����
� � 
+!���  ���
)���	������ ����
�. 

#��
���	��� �� ������ !��	���  ���� ��������
��� +!��	 ������
�, 
��� �
� ��	��������� (10%-�� +!��) !	�
���� ��
� �����(� ��������	!�� 
��	�+��< ������� ��������	��� �� ���������� ������ (����
)+���, �����-
�� 30-� �����(�), ������ � �������� �������) ��������	��� �!=���	���� 
������ (�� ~20%). �����*��, F�� �	����� � ������!����� �
������ ��������-
	��� (�� !	�
��� ��
� �����(� �
����� «��!������ �� +!��»), �.�. ��-
������, ��� �� ��
�� !��	�� +!�� F��� F����� ���!���	!��.  

#��
���	��� �� ������ 6-� 	��� ����
�� (��
������  �����(����-
���) ������
�, ��� �����	��� �	����	���, �������� ������	� ��������	���, 
��	��� � �!=���	���� ���)+��! 	����� ��������	��� �� ���	���< �� 
����������� �	����	���� (���
. 5.3). ?��(��!�� �
)���( 	 ��� ��!�(��, 
��� ��������	��� �������� �@ 	 ���
)��� ��*�� 	����� �	
����� ����-
������
)��� �������, �� ����� ����	���
���<=�� ����!��, ���� �� ���� ����-

�� �� ���� !���)+��� +!�� �
������ ��������	��� ������	�<� 
!�+� 
���!
)���� (1%-5%).  

	�����. � �
�	� 5 ���������� ��������-������(����� ������ � ���-
�����	��< �������� �@ �� ���
<������ ������������� � (�
)< 	����*-
���� ���
)��	��� F���� ����� �
� ��!=���	
��� ��������� �@, ����	��-
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��� �� ����	�������� ���
)��	�� ������	 ��������	��� ������	  ���� 
������(. �����*����) ��������	��� �������� �@ �� ����
���� 	���� 
�������������	��� �� ������ ��������	��� �������� P3".  

P����������
)�� ��������, ��� 	 ��� �������, ��� ��������	��� ������-
�� �
�*���� ����������� ������� 	 ���
)��� ��*�� 	����� �	
����� ��-
��������
)��� (�
)<, ���(��!�� �
)���( �� �	
����� ������� �	���� 	 
�
������ ��������	���. ?���
�*����� �
������ ���!� ���) ���
)��	��� 
�� �������( ����������  �����	���� !���	
��� �
�*��� P3@. 

>��!
)����, �������	
����� 	 5-� �
�	�, ��!�
��	��� 	 ������� [80-87, 
89, 90, 144-146]. 
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«
��������� ���� �������, %�� ��� ������ ��%����� (����� $���� 
����)��, �� ����%���) "���� ���$�� ������ ����� ���"����� ���-
"���, ��� ������$� ���������� �����"����" ������� ������������. / 
2��� ���"����� (� � 2��" ��� ����) �� ��� � �����» />. L������28/ 

 
	���� 6. ����� C����������� ��	����� 

������������ ������� ����������	 �"���� 
 
��+� ��
� ��������, ��� ����������� �(��� ������	� [42] ��!���� 

�
� �
������	 � ����������� ������)< (�. 1.2) �����	���� ��	�
)���. 
������������ �!��(���
� ������	� [47] ������	�	�<� ��=� ������ � 	�-
���! 
!�+��� ������ ��!���� � �����	������ ������ �� �����< ���
)-
��=��� ������
� �� �������� �������� 	������ ���(������	, ��, ���  	 [42], 
����!<� ��+��� ����
���
)��� ��������� ����� – �(��� ������ �������-
	� �
������	. A*� ����
������� 	������������ ������ � �(���� ����*���� 
��������	��� �������� ������������� ������ (F�����	���� �
������), 
��� ������� �!��� ������) ����������) �
������ ��������	��� ��������) 
�������� !��	��) ��
 ���	
)�� ������������ �������	 � ������
)��� 	�-
���� /q ma � , ��� q – ��
� ���	
)�� ������������ �������	 � 	�����, 
m ~ ��=�� ��
� �������	 	 	������.�

@���	! ������� ������� � �(���� ������	� ��������	��� �����	
��� �-
������ ������(� � �������� 	����������� �������	 (�(��� 	����������� 
����	
��� �������) �
� ��*���� � �
����	 (������	). �
� ���� ����
����� 
��
�����, �������, 	 ���(��, ���
��, ��
��, �
� ��������� �
����	 
(����
�	���, �������*����  ��.) �� ����	� ������������� ���
�� �	���-
�� 	��������� ����	
��� ��	��!����� �������	 (�������	, �������	).  

?�����
�������, ��� ������� � O ����	�<��� ��������� ������� ��-
�����	 Z={z1, …, zn}. #������ ����� O1, ..., Om ��!��<=� �������	 (���(����-
��	) � O={O1, ..., OM}, � ������� �	�����, ���� �
����� �� �����
�*��. 
'���!���� �� ������	
�����! �����! ������� �������	 (b1,…,bn), ����-
	�<=��! ��������� ������ � O (�� 	����=� 	 ��!��<=�� ���*���	� O1,..., 
Om), ������
�) F��� �
���.  

?�� �������� 	 ��������� �����
� �!��� ������) ��������� ����=��-
��� ��� �������: ����<��(� (�� 3.3. �������!), ���� [55], F��
����� F
�-
����, ��
� �����(� �� �	����	�� ����
� (�
. 5)  �.�. 

��� ��������� ��=����, �!��� �����) ������ ,  1,iz i n�  ���*��-
	�����, �������, �� !��	��< 	���	�� ��F��(����	 �������	, 	���-

����� �� �����!-
�� �����!, ����� ������� ���
�� 	 �
. 4 �
� ������� 	�� 
������� ������(  �	
�<=��� ��
�	�� ����� ������	� �������	.  
������������������������������������������������������������
28 D�!���� A���
�	���� ���� 1965�, «L�������	��� 
��( �� ����»�



143 
 

?!��) ����	����	� i i i
j jx a 6� +  ��������, ��� ������ jz  ��������� �����-

����� i-� ������ � �������)< 6 i (���!����� �����*���� ��*�! �������� 
������� �
� i-�� �������). J���) i

jx , i
ja  ~ «���!=��» �������  «F��
�����» 

(������� ������� �������) jz  �
� i-�� �������, ����	����	����). @������� 

����� P( )i i i
j j ijx a p6� + �  	���������) F���� ������. 

@������� ( )j j m� ��  ~ �
!������ 	�
��� (�.	.), ������<=�� ��
� 

��������� ������������ �������	 �������� ,  1,jz j n� , 

� �
1

m
i i i

j j j
i

a� � O 6
�

� � +� , ��� � �
1,  ,
0,  ;

x true
x

x false
�

��
� � ��

; 
1

n

n j j
j

S w nm�
�

��  ~ ���-

���	����� ��
� ������������ �������	 	��� ��������, wj ~ 	���	�� ��-
F��(��� �������. 

 
6.1. �%&+�(%��� $�,�@/ %:�(�/ ��@�&+�� =�%:�,�� ��&=%$(���(/> 
&%&+%>(/< � 
 
�	���� �.	. ��� ������ ������	� �
!������� ���(���� na : 

 0 0 0inf{ : } inf{ : }n n nn n S q n n g � 	 � � 	 a � ,  (6.1) 

��� 0
1

n
n j j

j
g nmq w�

�
� � � , 0q  ~ �������� !��	��) ����*���� ��������	���, 

� �
1

,  
n

n j j j j j
j

wO O � �
�

a � � �� , i�  ~ ������������� �*���� �.	. i� , i iM� �� .  

?����	� �����! �(���) 	������������ ��������
��� 	�
��� , 
 
����
)�� ����������� ��
� �������	, �������	�<=��� �������� !��-
	��) ����*���� ��������	���, ��
 �	����� 	������������ ��������
��� 
�������	 (��� ������	���� �
� ��
�*���, ��� �����
��� ����	����	!<=� 
����������� ������). 

J���� ��������
��� 	�
��� , �	
�<=���� ������	�� �������� ��-
����	� �
������ ��������	���, ���	�
�: �) �(���) ����!���� ��
����	� 
�������	 (n) �
� ����*��� ��������� !��	�� ������	� ��������	���; 
�) �������	��) ���(��!�! ��������	��� �� ���������� n, m, � ���*� � 	�-
��	�� ��F��(�����. '��, 	 ��
�*���� (���
�������, ���(����  ��.) 
���!�
)�� ��+��� 	������ � ������+�� �
�� 	����� ������ (m) (����-
���, ����������=�� �!���� ����
���
)��� ��	�*��)  ��
� ����������-
����� �������	 (n) (		����� ����� ����������=��� ����
���
)���� ���
�� 
�
� !*� ��<=��� ������). 
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6.2. ���%>+(%&+(�> '%,��K =���&�@�(/> &��@�<()' =�%:�&&%' %=��-
,���((%;% ��%�(> 
 
�
� ��+��� �����	
����� ����� �!��� ���
)��	��) 	����������!< ��-

��
) ���������� �
!������ ���(����� ������
������ !��	��. ?�����, ����-
��� �!��� ���
)��	�� �
� ��
!���� �(���� 	������������� ��������
��� 
	�
��� , ������� $.$. A�	��	�� [123, 124] �
� ���
�� �������� 	�-
�������� ������������ ��	�
������ ����(� �!���� ����	���� �����-
��������
����� �.	. "!�) F���� ������� ���
<������ 	� 		���� ��	�� 	�����-
������� ����, �������
)�� ������� ������ ���������� ��	�
������ ���-
�(� �!���� ����	���� �������������
����� �.	. �	
����� �������� ����-
������ �������
�� ���������� ����������� !��	��, �
� �������� !*� ��-
��!��� ��
!��) ����������	���� �!*��� �(���. J�����, ���� �������, �	�-
���� � ��������
)��	! �!=���	�	��� �������=�� ��	�� 	������������ ����. 

A����������) ����
)���� �!���� F���� 	������ �	����� � ���, ��� 	 
[123, 163] �� ���������� �������	 ������	� inf{ :| | }n n nn m f gA � 	 a � � , 

��� 
1

n
n i

i
�

�
a � � , { ,  1}i i� 	  ~ ���
���	���
)����) ����	���� �.	., ,  n nf g  ~ ��-

�
!������ �!��( (����(�). ?� F��� ���
���	����� ��������� �� ��	�-
���� ����( ,  n nf g  ��
�<� ��	����*��� ������!< ���
)��	��) ��
!������ 
���!
)����. ?���*��, ���, ��� �� �����, ����!*����, ���
)�!���� 	 [123, 
163], �� �!=���	! �������<���  ���	�
�<� ��
!��) ����!���� ���������	�-
��. 

"
!������ 	�
��� iQ  ��������� (	 �
! ������������ �.	. i� , 
| |i m� � ), ��F���! �
� �� 	���
���� ����!���� 	 [7] !�
�	� ��������� �
� 
	��� | |7 + "  �!��( exp( )iM 7Q   ������
��� �!��(� ( )iC 7  �
��!<=� 
�������: 
 exp( ) exp( ( ))i iM 7Q C 7� ,  (6.2) 

?��
���	���
)����) { ,  1}i iQ 	  �!��� �����) �������� �� 	������������ 
����������	� {�, F , d}. �	���� ���
���	���
)����) A-�
����. ?�
�*� 
F 0=(., �), 1( ,..., )n nA Q Q� �F F . ?!��) 1( , )i ia �F ~ ��������!���� ���
���	�-
��
)����) (�.�. �
� ��*���� i 	�
��� ai 1i�F -�������). ��
�� �� 1( , )n�� F  
		����� 	������������ ���� �Pn  �� ����!
�:  

 �P ( ) ,  n A n nA M G A�� 
 �F ,  (6.3) 

��� A�  ~ ������� ���*���	� �, � ���
���	���
)����) nG  ���� 	�: 
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1

exp{ ( ( ))},  1
n

n i i i i
i

G a a nQ C
�

� � 	� . (6.4) 

3�*�� �������), ��� ���
���	���
)����) ( , )n nG F  ~ �������
 �����-
��
)�� ���� P �� ������ M 1nG � . @������� ����� Mn

�  ~ ������������� 
�*���� �� ���� �Pn   	����
)�!���� �
��!<=� ���!
)����� � [123, 124, 
163]. 

��''� 6.1. ?!��) { }ia  ( 1,i n� )�~ ���
���	���
)����) ����������� ����-
����!���� �.	.. '����  

 '
1M (( ( ) / ) 0  (�.�. P )n i i i i naQ C �� � �� �F , (6.5) 

 ' 2 ''
1M (( ( )) / ) ( )  (�.�. P )n i i i i i i na aQ C C�� � �� �F . (6.6) 

A� ����	�� F��� 
���� ��*�� �������): 

�) ���(��� 	�� '

1
( ( ))

i
i j j j j

j
ae ( Q C

�
� �� , ��� { }ia  ~ ����������� ����-

����!���� ���
���	���
)����), �	
����� �������
�� �������
)�� �( ,P )rrF  � 
�!
�	�� ������ (F�� �
��!�� � ����!
� (6.5));  

�) 	�������<=� ���(��� ie+ �  (�.�. ����� ��������!���� ���(���, ��� 
2
i ie e� + �  ~ �������
) ��	�� 2 ''

1
( )

i
i j j j

j
ae ( C

�
+ �� �  (F�� �
��!�� � ����!
� 

(6.6)). 
��''� 6.2. �
� '' ( )iC 7  ����	��
	� �(���: 

 1/2 2 '' 2( )i i ic cA C 7 A� � � 
  (6.7) 

�
� 	��� 1| | ln / 2ic L7 �� 
 , ��� 1,  | | ,  i i i ic L DQ A Q� � �  ( 1,i n� ). 
� ��������� �����	
����� ����� �
!������ 	�
��� i�  ~ ���) ��
� ���-

��������� �������	 	����� �������� iz . ?� �������� 	����������� 
,  1, ,  1,jip i n j m� � , ��������
��� �.	. i�  ������
����� �� ����!
�: 

 
1( ,..., ) 1 {1,..., }\

( ) P( ) (1 )
l

k k k

k
i i j i ti

j j J l t m J
k k p p` �

� � �
� � � �� V V . (6.8) 

J���) kJ  ~ ��	��!�����) �������� �� k �������	 � m, 

1{( ,..., ,..., ),  (1,..., )}k l k lJ j j j j m� �  � ��=����)< ���*���	� k
k mJ C� . 

?� ������
��< ������������� �*����  ������� �.	. i�  ��	��: 
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 � �22

1 0
M ( ),  D ( )

m m
i i i i i i i

k k
k k k k� � ` A � � `

� �
� � � � �� � . 

"
!������ 	�
��� iQ  ��������� (	 �
! ������������ �.	. i� , 
| |i m� � ) 	�
���� iL , ��	��� max( ,  ( ))i im� �� , �����
)�! 
| | | | max(| 0 |,  | |) max( ,  ( ))i i i i i i i im m LQ � � � � � �� � � � � � � � . 

� ������ ������ �!=���	�	��� ���
���	���
)���� { }ia , !����	!<=�� 	 
����!
�� ������ ���� (6.3), (6.4), ������	����� 	 �
��!<=�� 
����. 

��''� 6.3. %�
 	���
���� !�
�	�: 

 2 1 1
0| | ,  ln / 2,  1,i c i i cq m L c c i nK � � A �� �� + � � , (6.9) 

��� K ~ ��������� ��
�*��
)��� 	�
���, 0<K<1, �� �!=���	!�� ���
!������ 
���
���	���
)����) { }ia , !��	
��	���<=�� !��	���<: 

 ' ( ) ,  1,i i ia g i nC K� 
� � , (6.10) 

4�"�%����. ��� ������	�<� ���!
)���� ��
������ ����
��	���, �� ��-
��� ��
� !�
�	� (6.9) ��	�+�����. 

��/'�� 6.1. ?���*��, ��� ��
 	��������� ,  1, ,  1,ijp i n j m� � , �!�!� 
����	�, ���   ij ip -�  (	�� ������� ��	��(���� � ���� ����� ��������	���
)-
��� ���������� ����
)���� �������)  	���
���� !�
�	� (6.9): 

1
0| ( ) | min( ,  (1 )),  ln / 2i c i i cm q c c- � - - � �� + 
 � � 
 , �� ���� ����� !�	��*��-

�� (6.10) 
���� 6.3. 
� F��� �
!��� �.	. i�  ��<� �����
)��� ��������
��� 

P( ) (1 )k k m k
i m i ik C� - - �� � �  � ���������� (m, �i), ��� �i=m
-i,  �������� 

(1 )i i iD m� - -� 
 
 � . ?��	*��� ����(� 	 F��� �
!��� ���� 	�: 

0 0
1 1

( )
n n

n i i
i i

g nmq m nq� -
� �

� � � �� � , �� F��� �
� ������	������ �
!���, ����� 

0 iq -� >0, ����=���: 1 0( ) 0i i i ig g g m q -�� � � � 
 � 	 . ?���*�� 	����*-
����) 	���
���� (6.10) �� ���
<��� !�
�	� (6.9). 

�
� 	���
���� (6.10), ��� �
��!�� � 
���� 6.2  ����������� �!��( 
' ( )i iaC , ��������� ��
*�� 	���
���)�� ����	����	�: 

1 2 1 1 1ln (1 ) / 2 min( , (1 )), ln / 2i i i i i i c i i cg c c cL m c cA - - � - - �� � � �� +N � � � � � .  (6.11) 

A����� 	�
��! iL : 
| | | | max(| 0 |,  | |) max( ,  (1 ))i i i i i i i iL m m m mQ � � - - - -� � � � � 
 � 
 � 
 � ,  
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 � !����� (6.11) ���� ����� (6.10). �
� �
!���, ����� 0( ) / 0im q b n-� � +  !�-
	��*���� (6.10) 
���� 6.3 ������	����� ���
�����. 

��
�� 		���� �.	. iQ  �� ����!
�: i ii gQ Q� � � , 

1 0i i i ig g g m q ��� � � � 
 � , ��
���� 0 0g mq� . ?����+�� (6.1), ��������� ��-

��� na  �!��! 
1

n
n i

i
Q

�
a � �  (��� 	 	�!, ��� 0

1

n
i n

i
g g g

�
� � �� ): 

0
1 1

0

inf{ 1: } inf{ 1: } inf{ 1: }

inf{ 1: }.

n n
n ni n i n

i i

n

n g n g g n g

n mq

 Q
� �

� 	 � � 	 a � � � � 	 a � �� �

� 	 a �
 (6.12) 

��''� 6.4. ?��
���	���
)����) { , 1, }i i na �  �	
����� �������
�� ����-
���
)�� �( ,P )nnF  � �!
�	�� ������. 

'��� �������, �������
)�� ��	�� ���� �Pn  �� ������ ����*��� ���-
�!����� ������	� ���(��!�� ��������	���, �	
�<=����� �!��(�� ��
� �-
��
)�!���� �������	, ������ ��!��<=�� 	�����  	����������� 

,  1, ,  1,ijp i n j m� �  ��*�� ���) ����� ������ ���	��� ���������� ���! ���-

����
�� { , }n na F  ����������� !��	��.  
��	�� �(��� �
� 	��������� ���������� ����!����� ������	� ���(��!-

�� ��������	��� �!=���	���� �������� �� 
���! �
F�!F

�  L������ (��., 
�������, [7]) � ��	���� �	����	 ��������
��� �������	 ���	��� 	����� � 
������� ��
��� �������
�	 � ����������� �������. J�����, ��� �
� 
��
!���� �*�� �(���� 	�
��� ( )P n �  ���!� ���) �������� ���*� 

���� $.$. A�	��	� [123]  
���� $.A. O���	� [163] � ������� ���	��� 	�-
���� �������
� �� ���(���
)��� !��	��). ������ �����������!�� 	����*-
����) �������� ��*���� � ������
����� ���!
)����	. 

1. �
� �������� 
���� �
F�!F

�  L������ ����!���� ��������-
����) ������	 �������
� { , }n na F , ��� �!��� �������� �*�.  

2. ��
�	� 
���� $.$. A�	��	� ������
���<� ������������) �	������	 

������	 �������
� { , }n na F : 
2

1M ( ) ,  max( ,0)nn d x x� �8 9�a � +" �< =
� . ������ 

�����	��� 	���
��� �� ���� �Pn . 
3. ��
�	� 
���� $.A. O���	� ������
���<� �	�������!< ������!�-

����) �������
� { , }n na F , 	 ����	��
	��� �������� �� �
�*�� !����)��. 
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6.3. ���&+%�%((/� %:�(�/ ,�> ���%>+(%&+/ ,%&+/?�(/> ;���(+/�%-
��((%;% ��%�(> ��@�&+�� =�%:�,��) ��&=%$(���(/> 
 
@�=�� ����� ��
!���� ����	���� ���!
)���� ���
<������ 	 �
��!<=��.  
1. @�����
����� �!��(� ( )iC 7 : exp( ) exp( ( ))i iM 7Q C 7� . P�� 	����*�� 

	 �
! ������������ �.	. i� , | |i m� � . L!��(� ( )iC 7  �	
����� ���������� 
�������(�!����,  ����������	���� � �� ������
��� �
��!��, ��� 

� �� �( ) exp ( )i i i iMC 7 Q 7Q C 7* � � , � � � �
2'( ) ( ) exp ( )i i i i iMC 7 Q C 7 7Q C 70 1** � � �2 3

4 5
. 

2. A� ����	� �!��(� ( )jC 7  ( 1,j m� ) �� 1( , )n�� F  		����� 	���������-

��� ���� �Pn  �� ����!
�: �P ( ) ,  n A n nA M G A�� 
 �F , ��� A�  ~ ������� ���-
*���	� �, � ���
���	���
)����) nG  ���� 	�: 

0
1

exp{ ( ( ))},  
n

n j j j j
j

G a a n nQ C
�

� � 	� , ��� { }ia  ( 1,i n� ) ~ ���
���	���
)����) 

����������� ��������!���� �.	., ���
�*�=� ������
��<, �� F��� �!=���-
	���� ���
)�!���� ���� ���(��
)��� �����+���� !��	���� ( )j ja xC* �  
�� ��
�� x R�  (
���� 6.3). #�	����� [163], ��� ���
���	���
)����) ( , )n nG F  
~ �������
 �������
)�� ���� P �� ������ M 1nG � .  

3. ������	�����, ��� �������
)�� �� �,PnnF  ������� ���(��� an �	
����� 
�������
�� � �!
�	�� ������, � ���	*��� ����(� gn - ��������� �������-
��� !��	���, �
� �������� !*� ����!��� ��
!��) ����������	���� �!*��� 
�(��� (�� ����	�� 
��� �
F�!F

�  L������, $.$. A�	��	�, 
$.A. O���	�).  

4. @�!=���	
����� ���������� 	��	��� 	 ������� ����������	� 
{�, F , d}. 

"����!
�!�� ����	��� ���!
)��� ���	�������� ��
���	���.  
��%��'� 6.1. ?!��) ������ ,  1,iz i n� , ���������� ������ 

1{ ,  ...,  }j j
j nO a a� , 1,j m� , � 	���������)< jip ,  ����	��
	� !�
�	� 
���� 

3. '���� ��<� ����� �(��� �
� ����*���� ��������	��� ( )nR P n� �  (	�-
�������� ���������� ��������� ������	� ��������	���):  

 
� �

� �

2 2 1/2
1 2 0 3

1 1

22 2
4 0 5

1 1

exp ,

exp ,

n n
n j i

j i

n n
n j i

j i

R c c q m c c

R c q m c c

A ,

( A ,

� �

� �

�

� �

� �8 9
� � �� �� �: ;

< =�  
� �8 9

	 � � �� �� �: ;
< =�  

 (6.13) 



149 
 

��� 2
0( ) /i i iq m, � A� � , 	�
��� ,  1,5ic i � , �� ��	��� �� n  �	
�<��� �-

	������ �!��(�� �� 	�
�� ( , , , )p q c( : 1/2
1 (5 / 2 ) pc (� , 

2 1/2 1/2
2 (1 3 ) / (8 )c c pf ( �� � , 2

3 ( 1)c q c� � , 2 3/4
4 (1 15 ) / 8c pf (� � , 2

5
1
1

qc c
q
�

�
�

, 

1/16,1/ 1/ 1, 1,  1p q p c( � � � � � . 
 
?����������!�� !�	��*����  ������� 6.1.  
� ���

���!�
)��� �������, ����	����� �� ������� �����	��� �����-

���	��� ������	, �
� ������ ��+��� ���
)�!<��� ����� (����
)��� 
������ �������	, �
. 4), � ������
����� 	���������)< �����
�<=� ��!��<-
=� ������
 �� �
����. ?!��) i�  ~ �
!������ 	�
��� (�.	.), ������<=�� 
��
� ��������� ������������ �������	 �� ������
)��� 	������, ��	��+����� 
������ 

1
{ ,  ...,  }

gii l lT z z� , gi � n, {1,  ...,  }kl n� , n ~ ��
� �������	, m ~ ��
� 

�������	. '���� �.	. 
1

n
n i

i
nm�

�
a � �  �������	
��� ����� ��
< ��������� �����-

������� �������	 n ���	�� ������. " ������ ��
� ���
)�!���� �����	 
�������) ��+�<=��� ���	
� !	�
�	�����, �.�. ����	�� ��+��� �������-
�� ���(��!��� ��
���	��� «�� ��
)+���	!». @�����, 	�-���	��, ���
)��	�-
�� 	��� 	����*��� �����	 	��� 
 	����*�� ��*� �� ��	�������� 	���
-
��
)��� 	����*������; 	�-	�����, �� ������ �������	 	����*�� ��-
���+����, ������� ���!� 	����) ��*�
���
)��� «������(», !�
	�<=�-
�� �� !	�
��� ��
� ���
)�!���� �� ����� ��+��� �����	 (��� ��-
��	����� �	
��� ������!���� [47]).  

?������� ��
!������ �(���� �
� 	��������� ������� ���	��� ����-
*��� ��������	������ !��	�� ����*���� ��������	��� (�� ��
! ���
)-
�!���� �����	) ������!�� ����� 	������������ ����������� �.	. i� , 	 ����-
����, 	���������) ik`  ����, ��� ���� 

1
{ ,  ...,  }

gii l lT z z�  ��������� ���������� k 

�������	: 
1( ,.., ,.., ) 1 1 \

P( ) (1 )
i

s t u d
s k k u k d i

gk
ik i j l j l

j j j J s t j J l Z T
k r r` �

� � � L �
� � � �� VV V V . J���) kJ  

~ ��	��!�����) �������� �� k �������	 � m, 
1{( ,..., ,..., ),  (1,..., )}k l k lJ j j j j m� �  � ��=����)< ���*���	� k

k mJ C� ; 
Z={z1, …, zn} ~ ���*���	� 	��� �������	; ijr  ~ 	���������) ����������� �����-

���	��� ������� jO  ������ ,  1iT i 	 , 1,j m� . %�
 ��� ���������� ��������-
	���� ������� ������ [52] ������) ���������� ��������	��� F���� ������� 

	��� (����	����) ��������, 	����=� 	 ����, �� 
1

i

t

g

ji jl
t

r p
�

� V . 
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	�����. �
� ��*��� ����� ��������	��� (�������� �@) �!=���	!�� ��-
������� ������
)�� 	����*��� !��	��) ���	
)���� ��������	���, ��� � 
����������� ���� ����� ��������� ���������!����: ������������� ����-
��� �������	����) �������	 �� ��*�� ��������	��) ��
!���� 	������� 
������	� �
������( �������	 � ������
)��� ��	��!����� �� ���� �
��-
�������� ���������. ���)�� ��+���� F����������
)��� ��
���	��� 
(	 ��� ��
�  	 F��� ����, ��. �
. 2, 4, 5, 8) �	����
)��	!<�, ��� ���
)��	�-
�� ������ �
������	, ���
�!<=� ���(��
)�� ��
��<=��� �������, 
� ���*� ��

���	 �
������	 ��	���� � ������� �����!  ���! *� !��	�< 
�+��� �
� ����������� ��� �>. P�� �	
����� ���	����� ����	��*����� ��-
��, ���, 	�-���	��, ������
�<=� �������� �� ��������	�� �������� �@ 
�	
����� �������	����) �������	��� ����������	�, � �� �� ���
)�!���� 
�
������	; 	�-	�����, �
� 
<��� ����
 �@ ��*�� �(���) �������� !��-
	��) ����+������� ��������	��� �������� �@, 	�+� �������� �����) 
���(��
)�� ��	����*�� ����	��� �� ��
�  ��� ���
)�!���� �
��-
����	 (�� ������� ����, �� ���
)�!� ����
���
)��� ������
�*���). 

� �
�	� 6 ���������� 	������������ ������ �
� 	������� !�
�	�, ����-
���	�<=� ��
!���� �	!��������� �(��� ��������	������ ������	� ����-
�������� ���(��!�� ��������	��� � (�
)< �����
)���� ������+��� «��
� 
�������	 ~ ��
� �������	», ������� ��*�� ���) ���
)��	�� �� 	����� �
-
������ ��������	���  ��������� ������
������ �
������ �� ��!��<=�� 	�-
����� ������������� ���������. ��
)���+�� ��
���	��� F���� 	������ ��-
*�� ���) �	����� � 	�������� ����������� �	����	 ����
�*����� �(����, � 
���*� �� ���	����� �*�� �(����, ��
!������ � ����=)< 	�+�!�����!��� 
����� ��
!������ ���!
)����	 	 ������� [123, 124]. 

>��!
)����, �������	
����� 	 6-� �
�	�, ��!�
��	��� 	 ������� [73, 74, 
89, 138]. 
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«������������ ���������� �����"� ������ ���� �� "���)� ���-
��������� �������"�$� ��&����»  
/J���� ����������� ����������� �. P+�/ 
 
«
������ ������� $�����: ����"������� ������� 2���$�� � ���"� 
�� ������� ��� ������"� �����"�"�, ���� �����, ��� ��� #�����-
�����, � "���"�����"� �����"� ��������� ��, %�� $������ ��� 
��!, %������ ����������� ������� ��&���� �� ���)��� ��������-
���» /$.$. "�������29/ 
 

	���� 7. ��������� 
��������� 
���������������E� ������������ �"���� �� 
���� ����� ������� 

 
"����� !���	
��� �� ����	� ����(����� ���(��	 �������� ��
)�� � 

�	������  ����*����� 	 ������������� ����
 ��������������� �	���� 
���������	. � ������=�� 	���� ���!�
)�� $"� �� ����	� ��� ������ � ���	-
��� ������������������  �
������!��!���	����� �������� !���	-

���. '���(����� ������ !���	
��� 	 F��� �
!��� ��������� �� F����-
�	�� [2, 7, 14, 105, 106, 149, 158]. @��� � �������	 ��������� ��+��� ���-
��� ����
��� �	
����� �������� ������	 ��!���	������ ���

���� (�����-
���	��� ������	 ��� �������( �������� ���������� �������), ������	 
������*� ������ ��+���  ���� ������( �� �������� ����� 
�������(  ���������	��� �������� ����� �� !���	
�� �
���-
���!��!���	����� ��������. 

������ � ������� ����� ��������	��� ������	 �
� ������ ��+�-
�� �� !���	
�<=�� 	�������	 �� ��	, �� ������!��	��� ��=� ������ � 
������	��< !���	
��� ���!���	!�� �� �������� �����: ������ ���	���� 
 	����� ��
!�+� 	������	 !���	
���, ��
!������ �� ����	� ���
���� 
�������� !���	
�<=� �������	, �� ������
����� ������� ����	������ 
��������  NP-��
��.  
� ������ �����
� �� ��������! (�
�	��! �������< ������� !���	
���  �� 
����	� ��������	��� �������� ������� !���	
��� (��� �
����	) �������� ��-
�!
����, !���	�<=� 	
��� �������	, ��������	!<=� 
 ��������	!<-
=� �������! ������� 	 ������
����� ��������, , �� F��� ����	�, 	�������-
	�<=� ��+��� �� !���	
�<=�� 	�������	. J����� 	����� �������	 �� 
�������< �	
����� �������� ������� ���������	���, �.�. �� ���������	�-
�, ��������, ������
����� �������� �� ��������. ?� F��� ������ ���!� 
���) ����!< �����! ������*����: 1) ����������	��) ���������< �����-
�� !���	
���  ��� ���!�
)��� �������� !���	
���; 2) !���	
�<=� �����-
������������������������������������������������������������
29 ����<=��� �������� ��������, ������� >$A (1919-2008). 
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��; 3) 	��+�� 	�������	� (	 �.�. +!��	��). �
�� ��������	��� ��������  
�������	, ��������	!<=� � ����!�
��<, !����	!��, 	�-���	��, 	 ����-
���( �������� ������� !���	
���; 	�-	�����, 	 	�������� !���	
�<=� 
	�������	�.  

 
7.1. �%&+�(%��� $�,�@/ &/(+�$� �=�����(/> =% '�+%,� ���� 
 
?!��) �@ ����� 	 	��: 

 
� �
� �

= f , , ,t ,

= h ,t ,

�x x u

y x

$
 (7.1) 

x�Rn - 	����� ��������, $�Rk, - 	����� ���������	  	���!=�<=� 	�������-
	�, u�R�, m<n, - 	����� !���	
���, f(
), h(
) – �������	��� ��
������ 	��-
���-�!��(, y�R�, - 	����� 	������� ���������� (�������). 

"��	��� ������ ����*���� ������ !���	
��� 	 	��  
 � � � ��u = u x , (7.2) 

�������	�<=��� ����	�� ������� !���	
��� (7.1) � ����	�
)���� ����
)��-
�� �������� x0 	 ��������� ��
��� ����	��� ����������	� 	 �������� ������-
��  ��� ����
��( 	 ��������� ���������� �	��������� ����������� 
(����������): 

 � � 0g �x , (7.3) 

 ��!�� �
�	��: �������� 	 ����������) �	��������� �����������, � 
����� ��
)���+�� ����������� !�����	�� �	*��� �����*�<=�� ���� 
(#') 	��
) F���� ����������� 	 *�
����� �������� �@ (����	����� (�
�	�� 
���*���	�, 	 ��������, 	 ����
� ��������).  

3�������������� g(x) ��
*�� !��	
��	����) ����	���! �!��(���
)-
���! !��	���< [70]: 

 � � � � 0t�g C g� �� ,  (7.4) 
������� 	 !�
�	��: �>0, C(x) � �����������, �������	���  �������(�!�-
���, C(0) = 0, C(x)
x > 0 �� 
<��� x/0, �	
����� !��	����� P�
���-D�����*� 
�������
)�� !�����	�� F�������
��, �����	
�<=� ���!� �� ���������� 
�	*��� �����!��� ������ �����	�*��<=��! ������!<=��! �!��(�-
��
! ("@L) 	��: 

 � � � �� �2 2 2

0

t dt� g C g
"

a � �S � . (7.5) 

����	�� ��F��(��� (��) � �����*���
)�� ������
��� ����	����� 	��-
�� �	*��� �����*�<=�� ���� ������ �� ���������� �����������  �	-

����� ���������� �������� ���!
�����. 
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@�����
� ����	���!< �!��( gi(t): � � � �1

1

,...,n
i n

i k
k k

x x
t x

x
g

g
�

b
�

b�� �   

������	� 	 "@L � !����� ������� "��:  

 
� �
� �

1

1

( ) ,..., ,  1, ,

( ) ,..., ,  1, ,
j j n

j j n j

x t f y y j n m

x t f y y u j n m n

� � �

� � � � �

�

�
. (7.6) 

?�
!��:  

� � � � � � � � � �� �

� � � � � �

1 1
1 1

1 1

1 1
1

1 1

,..., ,...,
,..., ,...,

,..., ,...,
         ,..., ,

n m n
i n i n

i j n j n j
j j n mj j

n n
i n i n

j n j
j j n mj j

x x x x
t f y y f y y u

x x

x x x x
f y y u

x x

g g
g

g g

�

� � � �

� � � �

b b
� � � �

b b

b b
� �

b b

� �

� �

�

 

� � � � � � � �
2

2 2 1 1
1

1 1 10

,..., ,...,
,...,

m n n
i n i n

i i i j n j
i j j n mj j

x x x x
f y y u dt

x x
g g

@ g �
"

� � � � �

8 90 1b b: ;a� � �2 32 3b b: ;4 5< =
� � �S . 

'���� ����� "@L ����*��� ��=� �	����	� ��� �������� �������, ���  
��� ������ !���	
���. 

>�+��� ����� �����	���� !���	
��� �� $�$> [70]  �����! I&I [2] � 
��	
������ �������������� ������� ��!=���	�� �� 	���
��� ���� 
�
��!<=� ��������
)��� !�
�	�:  

1. "!=���	�	��� �
���
)�� !�����	�� (�
�	�� ������, !��	
��	�-
��<=�� �����
������� (�
��. 

2. "!=���	�	��� (�
�	��� �	��������� ����������� �� ����+��< � 
������� ������ !��	���� �������. 

3. 3���������� ��
*�� ���) 	����*����) «���	����» ������ (
�-
��
)��� (�
�	�� !�
�	�) 	 	�� g(x)=0, ��� x – �������� �������, � g(x)=0 
����	��� �������� (�
�	�� ������. 

4. 3���������� ��
*�� ���) �������	���  	�� ��+��� ������� 
������ ��
*�� ���) �����������. 

5. "���
��!�����) ������� ����
 �������� �������. 
'��� �������, �
� �������� ������������ ������	 !���	
��� I&I 

 $�$> ����	������ 	�*�� ������(� � ���!��!�� ����	��� ����������	�, 	 
��������, ������(� � �!=���	�	�� �	�������� �����������, � ���-

������� �����  	����� � ����*��� (	���� 	��*���� 	 ���������), 
�.�. ����� ��� ���������!<��� ���	������ 	���	�� ��F��(���� �!��-
(���
� ������	� (��. ����� 7.3; �. 9.1). @�����, ��� 	����� � 	����� 	��*-
���� 	 ��������� 	 $�$> �	
����� ��������,  ���
�*� 	 ��*��� ������ ��-
����
��<. @�� � �����	 ������
��� F���� ��������� �
�*�� 	 �. 9.2. 
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�!��� ��
�� ��������	��) �������(< �@ (�������(< ������-
�� �@) ��� ��� � F����	 ��������	��� ���!
�����	.  

 
7.2. �%&+�(%��� $�,�@/ &/(+�$� �=�����(/> � � =�%&+��(&+�� 
&%&+%>(/< 
 
A���
�� ���!
�����  ��<=�� ������� ������������� ��
��	��� �	-


����� �
��!<=�� ����� ����
 �@: 

 
1 1 1

1

( ) ( ,..., ),
................

( ) ( ,..., ),

n

n n n

x t F x x

x t F x x

�

�

�

�

 (7.7) 

� ������� ��*�� ��	��� 
<�!< �����! @��, �����+���!< �������
)�� 
����+� ����	����� (��*� ��
 ��� �����*� �	�!< ��	�����) �� 	�����). 
"����! (7.7) �!��� ������ ���������� ��*�� ��	��� � 	�! [17, 18]: 

 

1 2

2 3

1

( ) ,
( ) ,

................
( ) ( ,..., ),D D

y t y
y t y

y t F y y

�
�

�

�

�

�

 (7.8) 

>�������� �
��� ��������� �������	, ��<=� ������: 

 

� �

1 2

1

( ) ,
................

( ) ,
( ) , , , .

n n

n

x t x

x t x
x t f u�

�

�

�

�

�

�

� x $

 (7.9) 

x(t)=(x1,…,xn)�Rn - 	����� ���������� ��������; $(t)�Rm - 	����� ���������	; 
u(t) � !���	
�<=� ����
; �(t)�R - 	���!=���, f(
) � ���	������ ��
������ 
(	 ��=�� 	��) �!��(�.  

"��
���� [70] �!��� ��
����), ��� !���	
��� ��!=���	
����� 	 ��������-
��	� �������� ������� � ���
)��	���� ��������������� �������� g(x), ��-
������� ����	�
)��� �������(�!���� 
 �!�����-�������	��� �!��(, 
����=��� 	 �!
) ������� ������ �	�������� ����������� �@, ����*�<=� 
(�
�	�� ������������� �@. 

'���!���� �������	��) !���	
�<=� 	�������	�, ����	���=� ������ 
� ��������� ����
)���� �������� x0 	 ����������) g(x) = 0  �����	
�<=� 
���!� �!��(���
! 	�� (� !����� ����������� !���	
���): 

 � � � �� �2 2

0

J x x dtg �g
"

� �S � , (7.10) 



�

��� 	���	�� ��F��(��� � �����*���
)�� ������
��� ����	����� 	���� �	-
*��� �����*�<=�� ���� ������ �� ���������� �����������  �	
����� 
���������� �������� ���!
�����; g(x)  � �������	��� �!��(�. J���) �!��-
(< C(g), ������
���!< 	 (7.4), 	��)��� 	 	��: C(g)=g. 

 
7.3. ��;��>+%� ,�> �=�����(/> &��#%0%�'��/$%��(()' � � =�%-

&+��(&+�� &%&+%>(/< 
 
�
� ���� ����� ������������� ���� !���	
��� ����	��
	 ���(� 

(�������) �����
��� [160]. @���	��� �����*��� !�	��*���� � �����
�� 
������ 	 ���, ��� �����
)��� �����(�, �����+�<=�� �����! � �������� 
!���	
���, �����	!<=��� �� ����	� ����
��� 
 �������	����� �������, 
��*�� ���) �������	
��� 	 	�� �!������( ��+��� �	!� ������� �����. 
?��	�� � �� �������	
��� ����� �����! !���	
��� �
� ������� ������, �� 
� ��
��� �����	�� ���
<����, � 	����� - �����! �(��	��� �������� /
 
��������� �������� ������ �� �����	����� !���	
�� (��. 7.1).  

 
�

"
�*�����������

"���
)����
������(��

��������������L
)���(�

>�������	����
����������@�

����	
��� $�$>

@�������� 	 ���
)���
	������

����	
�<=�� 
	�������	� �� 

�������<  

A � � � � � � � 
  � ! � � � �  
	 � � � ! = � �  �  

?������������  ���+�� 
$������� 

������(� 

���	
����
����������������

 
 
 

���. 7.1. ��������� �!�"� ���"������ �����������$� ��������� �� �1�� � 
���������� �� ��������� ��� ������! (' � ����������������� 

 
� ������ �����
� �������� ���!
����, ��	��=�<=� ���
������� 

!���	
��� $�$> � ������(�� �� �������<, ��� ���*���	! 	����*��� ���-
���� ����	�� �������� �@ (��. 7.1). 
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�

@������� ,  
0,  

i i
i

i

v
u

���
� � L��

x
x

, �i – i-� �������� (������*���	� ������� ��-

������������� �������	 ��������), 1,i I� . 
 
��%��'� 7.1. �
� �
���� ��������� �������	, ����	����� ����
)< 

(7.7) � 	������� �������� x�Rn, 	������� !���	
��� u�R1, ��R1 - 	������� 
	���!=���, f�R1 - ���	������ (��
������) 	�����-�!��(, �������	��� 	 
	��: �) � � � �1 2, ,f f u� �x $ , 
 �) � � � �1 2, ,f f u�x $ , �!=���	!�� ����� !���	-

��� 	 	��: 
 � � � � 1 1

,  ,  T
li liI I

u u u u ug , , ,
� �

� � � �x , (7.11) 
��� ui, ,i – !���	
�<=�� 	�������	�  	���	�� ��F��(��� !���	
�<=��� 
	�������	� 	 i-� ������� ����������� ������� (7.9), ����	����	����, !��	-

��	���<=� ������+����:  

 : ,
, 0,  1,

0,

i i i i
ni

n
i

u u
xu i I

x

g g-, g
b� * * � � �� bU b� / �� bU L��

� x

x
, (7.12) 

�������  
1) �������	��� ����	�� ������� !���	
��� (7.9) � ����	�
)���� ��-

��
)���� �������� x0�Rn
 	 ��������� ��
��� ����	��� ����������	� 	 �����-

��� �������� g(x) = 0  ��� ����
��(< 	 ��������� ���������� �	�����-
���� ����������� g(x) = 0 � ��������������� �(x), ����������� !�
�	�� 

0
nx
gb

/
b

, �
� �
���� ����� (7.9) � ���	�� ����)< ��� �); ����������� !�
�	-

�� 0, 0
n

f
x
gb

/ /
b

, �
� �
���� ����� (7.9) � ���	�� ����)< ��� �); 

2) �����	
��� ���!� �� ���������� �	*��� �����!��� ������ ��-
���	�*��<=��! ������!<=��! �!��(���
! 	�� (7.10); 

3) �������	��� �����������!< !�����	���) ������� (7.9). 
 
A� ��. 7.2 �����=��� ����
������� �!��(���
)��� �
��-����� �����	-

���� !���	
��� �
�*��� �������� ��� (7.9), ��� ���
)��	��� ����������  
�����=���: i(t) – ����� (�����) �������� �@, �(t) – ��������
������) 	 ��-
��� �@ (+!�), x(t) – ����������� ������������ �@ 	� 	�����, u(i, t) – 
!���	
�<=�� 	�������	�, ��	��=�� �� ������( � ������� �@, ,(i, t) – 
	����� ���������	 ������( ���!
�����.  
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�

�
���
������(���

������(�

�
�� 
��������	��� 
�������� �@ 

 
>��!
���� 

���������
������  

�(t),�
$(t)

x(t)�u(i,�t)�

i(t),�xtr�

c(i,�t)�

 
���. 7.2. �!�"� ��������� �����#��"����������" ('  

 
#�
�*� ��F����� ���(��!�! ��������� ���!
����� (��.7.2) ��F����� 

�
� �
!��� �)  ����*�� ����� ������� 	 ����!*����� �
� ����	��
	��� 
!�	��*���� ������� 7.1  �
� �
!��� �). 


����� 2���. A� F��� F���� ���
)�!���� ����� $�$> � ��
��� ������-
(��. #����� � ��������� ������ ������	� ������ ������ (7.10), !���	�� 
����������� (�
�	�� ��������� g(x) = 0  ������!< ������(< � ��
� 
�������� ������ (7.9), ����	����� ����� ����	��� ���!��!�� ������ 
!���	
���.  

"
��!� $�$>, ��������������� g ��
*�� !��	
��	����) ����	���! 
�!��(���
)���! !��	���<: 
 0�g g� �� ,  (7.13) 
������� �� � >0 �	
����� !��	����� P�
���-D�����*� �������
)�� !����-
�	�� F�������
��, �����	
�<=� ���!� �� ���������� �	*��� �����!-
��� ������ �����	�*��<=��! ������!<=��! �!��(���
! (7.10). ����-

	��, ��� � �� �
1

1 1 2
1 1

n n

k k
k kk k n

x x f f u
x x x
g g gg

�

�
� �

b b b
� � � �

b b b� �� �   ������	
�� F�� ����-

��+��� 	 (7.13), ��
!��: � �� �
1

1 1 2
1

0
n

k
k k n

x f f u
x x
g g� g

�

�
�

0 1b b
� � � �2 3b b4 5

� . @��<�� 

�
��!��:  

 � �
1 1

1
2 1 1

1
,  0

n

c k
kn k n n

f u x f
x x x x
g g g g� g

�
�

�
�

�

8 9 0 1b b b b
� � � � /2 3: ;b b b b< = 4 5

� . (7.14) 
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 � �
1 1

1 1
2 1 1

1
,  0

n

c k
kn k n n

u f x f
x x x x
g g g g� g

�
�

� �
�

�

0 18 9 0 1b b b b2 3� � � � /2 3: ;2 3b b b b< = 4 54 5
� , (7.15) 

��� � � 1
2f

�  - �������� �!��(� �
� 2f . 
?� ��
��� ������
������ �������
)�� �!��( f ����� !���	
��� 	 

����������	� �������� �� �����! $�$> (���
�����  �� �����! I&I, 
 «��-
��� ����������») ��������. 

	����� 2���. ����	
�<=� ����
 �!��� 	�����) �� ���	
!: 
 u=ui�Ui, ��
 x(t)��i (7.16) 
��� ��
����� ������� !���	
�<=��� ����
� u(t)=ui �
� ��*���� t�(ti, ti+1) 
���
�*� ������
��< (Ui – ���*���	� ���!����� !���	
�<=� 	�������	� 
	 ������� �i)  ��
*�� (�� ��+�� ����� ������) �����	
��) ����!� 
�����< (7.10),  �����	�� !���	��) ���������� x(t), !�����	� 	�	��� 
������ �� �������� �����������  

 g(x) = 0.  
�!��� ����) �����
)��� !���	
�<=� ����
 u 	 	��:  

 � �2
1

I

i i
i

f u u,
�

��  (u=u0,, u0=(u1, …, uI), ,0=(,1, …, ,I)),   

��� ,i – 	���	�� ��F��(��� i-�� !���	
�<=��� 	�������	� ui, ���
�*�=��� 
������
��<.  

?������	� ���
����� !��	���� 	 (7.9) 	 	��: 
 � � � � � �� �1 2 2 2ˆ ˆ( )nx t f f u f u f u� � � ��  (7.17) 
��� 	 ������	� ���!����� 	������ �
�������� � �2 ˆf u  	��)��� 	���*��� �
� 
!���	
��� � �2 cf u  (7.6), ��
���� ˆ cu u� , � 	 ������	� ����)��� �
�������� 	�-
��*���: 

� � � � � �2 2
1

ˆ ˆ
I

i i i
i

f u f u u u,
�

� � �� , 

���������!� � �2 cf u  	���*���� 
1

ˆ
I

i i
i

u,
�
� , ��� ,i – 	���	�� ��F��(��� i-�� 

!���	
�<=��� 	�������	� ui. ��
��� ,i, ui, ���
�*�� ��
)���+��! ������-

��<. ?��
����� !��	���� 	 ������ (7.9) �� ����� ���������	�� ����� 
	�: 
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� � � � � �� �

� � � �

1 1
1

1 2 2 2 1 1 1
1

1 1
1

1
1 1 1

ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ .

n

n n k
kn k n

I n I

i i i k i i i
i k in k

x t x t f f u f u f u f x f
x x x

u u x u u
x x

g g g � g

g g, � g ,

�
�

�
�

�

�
�

�
�

� � �

8 9 0 1b b b
� � � � � � � � � �2 3: ;b b b< = 4 5

8 9 0 1b b
� � �� � � �2 3: ;b b< = 4 5

�

� � �

� �

 

?����+�� �����! (7.9) � !����� ��
!������� 	���*���: 

 

� �

1 2

1

1 1
1

1
1 1

( ) ,
................

( ) ,

ˆ( ) .

n n

n I

n k i i i
k in k

x t x

x t x

x t x u u
x x
g g � g ,

�

�
�

�
�

� �

�

�

8 9 0 1b b
� � � � �2 3: ;b b< = 4 5

� �

�

�

�

 (7.18) 

'��� �������, 	 �
! ���!���	� ��
��� ������( �� ������� (7.9)  
��������
)��� !�
�	� �� !���	
��� ������ !���	
��� �������	��� � 
�������)< �� ���������	 !���	
���, ������ �� �����
)��� ��������� � ��-
��=)< ���
������ ���(��!� �������) ��	����*��: ���!
)����� 	������ 
F���� �	
����� ��
)�� ���!��!�� ������ !���	
��� (7.18). 

0����� 2���. A� ����)�� F���� ������!��	��� ���!
����� �
� �
���-
�����
��	������ ����������� ������� �
��!�� ����	��� 	���� ���� 
�!��(� (u1, …, uI), �� ������� �!��� �������	��)�� ������������ ����-
	�� ������ !���	
��� � ���������� ������� �!��(���
�	 ������	� 	 
� ����
)��� ��������. '���� ������ ���	�
��� ���
)��	��) �
� ����� 
!�������� 	�����-�!��(� ������!��	��� ������� �!��(� D��!��	�.  

� ����	����	 � 	��� ������ (7.18)  ������� D��!��	� � ����������� 
!�
�	 !�����	��� ��+��� 	������ �!��(< D��!��	� 	 	��: 

 � �22 1

1

1 ˆ( ) , 0
2

I

i i i
i

V t u ug - , -�

�

8 9
� � � �: ;< =

� . (7.19) 

?���	����� �!��( D��!��	�: 

 � �� � � �1 1

1 1

ˆ ˆ ˆ( ) .
I I

i i i i i i i
i i

V t u u u u u u ugg - gg -� �

� �

� � � � � � �� ��� � �� �  (7.20) 

?�
!�� ������+��� �
� g�  �� ����	� (7.9), (7.18): 
����*��� �
� g� : 
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� �

� �

11 1
1

1 1 1 1
1 1 1

1

1

ˆ

ˆ   .

n n I

k k i i i
k k ik n n k n

I

i i i
in

x f x f u u
x x x x x

u u
x

g g g g gg � g ,

g� g ,

�
� �

�
� �

� � �

�

�

0 18 9 0 1b b b b b2 3� � � � � � � �2 3: ;2 3b b b b b< = 4 54 5
b

� � � �
b

� � �

�

�

 
?�����	� 	 (7.20) 	���*��� �
� g� : 

 
� � � �

� � � �

1 1 2

1 1

1 1 2 1

1 1

ˆ ˆ( )

ˆ ˆ        .

I I

i i i i i
i in

I I

i i i i i i i
i i n

V t u u u u u
x

u u u u u u
x

gg - � g g

g- � g ,g -

� �

� �

� � �

� �

bW
� � � � � � � �

b

0 1b
� � � � � � �2 3b4 5

� �

� �

� � �

� �

  

'����	��� !�����	��� ��+��� (7.18) �� D��!��	! ( 0V +� ) �������-

	����� ����	����	��: � � 1 1 2

1

ˆ
I

i i i i
i n

u u u
x
g,g - � g� �

�

0 1b
� � +2 3b4 5

� � , ������� �� 	�-

��
��� !�
�	� (7.12) ������� 7.1 ���� �����.  
'��� �������, 	 ����	����	 � ���������� ���!
���� � �������)< �� 	�-

��	�� ��F��(����	 !���	
�<=� 	�������	� ���� 	� ( � �ˆi i iu u` � � ): 

 

1 2

1

1 1
1

1
1 1

( ) ,
................

( ) ,

( ) ,

,  1, .

n n

n I

n k i i
k in k

i i
n

x t x

x t x

x t x
x x

i I
x

g g � g ,`

g` -, g

�

�
�

�
�

� �

�

�

8 9 0 1b b
� � � �2 3: ;b b< = 4 5

b
� � �

b

� �

�

�

�

�

 (7.21) 

��������� 2���. A� ���	����� F���� ������	��� ���!
����� �
� �
�-
�������
��	������ �@ ��!=���	
����� ������!��	��� 	���� 	���	�� �!��-
(� 1,..., I, , , !��	
��	���<=� !�
�	< (7.12). 

?��	
� �
� 	���� 	�
�� 1,..., I, ,  ��	�� �� �����	��� � �!��(��-
��	��< ������ (7.9), (7.21)  !��	�� �������� ������(.  

?!��) F�������� ������ (�
�	�� �������� � �trx t  �
� ���� ��������, 

!��	
��	���<=� (�
�	��! ����������< g(!)=0 ( � �� � , 0trx tg � �+ B �  �� 

t�h). '���� 	���� ��F��(����	 ,  1,i i I, � , 	����*�� � !�
�	� 
( ) ( )trx t x t�� � . '�� �
� ��������	����� ������ (7.21) �� I =1  ������
����-
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��� (�
�	�� �������� x1tr (����
) �� ��������� ������) �!�!� ����	��
-
	� ������+���: 

1 2

2 3 1

( 1)
1 1

( ) ,
( ) ( ),

................
( ) ( ),

tr

tr

n
n n tr

x t x
x t x x t

x t x x t�
�

�

� �

� �

�

� ��

�

 

1 1
( ) 1
1 1

1

( ) ,

,

n
n
tr k

kn k

n

x t x
x x

x

g g � g ,`

g` -,g

�
�

�
�

�

8 9 0 1b b
� � � �2 3: ;b b< = 4 5

b
� �

b

�

�

 

� ������� �
��!�� ������ �
� ������
��� !���	
�<=��� 	�������	�  ��� 
	���	��� ��F��(����: 

1 1
( ) 1
1 1

1

( ) ,

.

n
n
tr k

kn k

n

x t x
x x

x

g g,` � g

g` -,g

�
�

�
�

�

8 9 0 1b b
� � �2 3: ;b b< = 4 5

b
� �

b

�

�

 

>�+�� �����!, ��
!�� ������+��� �
� !���	
�<=��� 	�������	�: 
1 1

( ) 1
1 1

1
( ) .

n
n
tr k

kn k n

x t x
x x x
g g g`` - � g g

�
�

�
�

�

8 98 9 0 1b b b: ;� � � �2 3: ;b b b: ;< = 4 5< =
��  

#������� 	 ��������
)��	� �
� �
!��� �) ���
<��<��� 	 �
��!<=��. 
?��	!< ����) !��	���� (7.11) �������	� 	 	��: 

� � � � � �� �1 2 1 2 2ˆ ˆ( )nx t f f u f f u f u� � �� , 

��� � � � � � �2 2
1

ˆ ˆ
I

i i i
i

f u f u u u,
�

� � �� �   ���
����� !��	���� 	 ������ (7.9) �� 

����� ���������	�� ����� 	�: 

� � � � � �� �

� � � �

1 1
1 1

1 2 1 2 2 1 1 1
1

1 1
1

1 1 1
1 1 1

ˆ ˆ( )

ˆ ˆ , .

n

n k
kn k

I n I

i i i k i i i i i
i k in k

x t f f u f f u f u f f x
x x

f u u x u u f
x x

g gC C � g

g g, � g , , ,

�
�

� �
�

�

�
�

�
�

� � �

0 10 18 9 0 1b b2 32 3� � � � � � �2 3: ;2 32 3b b< = 4 54 54 5

8 9 0 1b b
� � �� � � � �2 3: ;b b< = 4 5

�

� � �

�

� �

 

��
�� 	�� ����!*���� ���	������ ���
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4�"�%����. ��� 	�+� ��
� ��������, ���!��!�� (7.9) �	
����� ����
)< 
�
� +������ �
���� �������	, ����� ������< ����!��� 
+) ���� ���
<-
������ 	�
��� y (���� ���
<������ 	�
��� ������� 	 ������	� x1). ?�F���! 
������
�*��� � ��
� ������ �
� ���������� x1 �� �	
����� ��������
)-
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>�������� ������� ����� ����
, �
� �������� 	 [7] ��
 �������� ��-
����� ���!
���� � (�
)< ���	���� F�����	���� ������ (	����� ����-
��	��� !���	
�<=��� 	�������	�  �
��
)���� ���������� ���(����	).  
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��� ��*�� ��
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��� 7.3. 	������ ��%�����! ������: a) x1(0)=-1; x2(0)=1; b) x1(0)=-1.5; x2(0)=1 �� 
��� ����!����$� ������� � #������������ ������"����� ������! ���������� x1tr=- 

x2tr, x2tr=exp(-7x), 7=0.7 � ���������� �� x1, x2  
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���. 7.4. 	������ �����! ����"����� ��������� ��$������ a) 0=4; b) 0=0.4 �� 
��� ����!����$� ������� � #������������ ������"����� ������! ���������� x1tr=- 

x2tr, x2tr=exp(-7x), 7=0.7 � ���������� �� x1, x2  
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b) 

���. 7.5. 	������ �����! ����"����� ��������� ��$������ a) 0=4; b) 0=0.4 �� 
��� ����!����$� ������� � #������������ ������"����� ������! ���������� x1tr=- 
x2tr, x2tr=-2E-11x5 + 2E-08x4-5E-06x3+0.0006x2-0.0398x+0.9812 � ���������� �� x1, x2 
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�������������������x1
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����
��f(x)������������.������
�������������������x1
x1(0)=�0.5;��x2(0)=0.5;��=0.55;��=0.4;�-=10

x1 x2 x1+x2  
b) 

���. 7.6. 4������ ������� ���������� x1tr ������ ��� ����� ���������� ����-
%��� ������� �����" (7.7) �� �������� "��$��������: a) �=0.05; b) �=0.55 (� - ��-

������ �������������) 
 
U�
����� ���	���� � ������� ���!
������ ���	����� �� ���� ������	 

� F������� �!=���	������ F����� 	����� !���	
��� (������ ���)  � ��-
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��
���� 	�������� ����	�
�� ����������� ������, ��	��=� �� �������-
��	 �������� ����������� ���!
�����. 

 
7.4. ��;��>+%� ,�> �=�����(/> &��#%0%�'��/$%��(()' � � 
=�%&+��(&+�� (�#�L,�(/< 
 
�����*����) ��	����� 
<��� ������ @�� � ����� (7.8) �������� '�-

������ [18], ������, 	�-���	��, ����� �������	
��� ��!=���	
�����, ��� ���-
	
�, �� ���� !	�
���� ���������� (D>n); 	�-	�����, �� 	����� ��*�� ��
!-
��) �!��(< F 	 �	��� 	��. 

>�������� �
��� �@, ��<=� ������: 

 

� �
� �
� � � � � �

1

1

1 1

,..., ,  1, ,

,..., ,  1, ,

,..., , ,..., , 1,..., , .

j j n

j j n j

k k n k s l

x f x x j n m

x f x x u j n m n

z g x x k j j j n s nO

� � �

� � � � �

� � � � �

�

�  (7.24) 

x(t)=(x1,…,xn)�Rn - 	����� ���������� ��������; $(t)�Rm - 	����� ���������	; 
u(t) � !���	
�<=� ����
; �(t), Q�R - 	���!=���, fj(
), g(
) � ���	������ ��-

������ (	 ��=�� 	��) �!��(.  

'���!���� ��!=���	�) !���	
��� 	 ����������	� �������� ������� � 
���
)��	���� �.�. ��������������� �l : Rn�R, �l�C1, l=1,...,m, m<n, ��	����-
	� �!
< ������� ������ *�
����� �	�������� �����������, � �����, 
�������	��) !���	
�<=� 	�������	�, ����	���=� ������ � ��������� ��-
��
)���� �������� x0 	 ����������) g (x) = 0  �����	
�<=� ���!� �!��-
(���
! 	�� (� !����� m-������� !���	
���): 

 � � � �2 2 2

10

m

i i i i
i

T t dt@ g g
"

�

8 9a � �< =�S �  (7.25) 

��%��'� 7.2. �
� �
���� ��������� �������	, ����	����� ����
)< 
(7.24) � 	������� �������� x�Rn, 	������� !���	
��� u�Rm, Q�Rp - 	������� 
	���!=���, f�Rn - ���	������ ��
������ (	 ��=�� 	��) 	�����-�!��(, 
�!=���	!�� ����� !���	
��� 	 	��: 

 � � � � 1 1
,  ,  T

li liI I
u u ug c c c

� �
� � � �u u x , (7.26) 

� ���	
�� ������
��� !���	
�<=� 	�������	� ui  	���	�� ��F��(����	 
ci !���	
�<=� 	�������	� 	 i-� ������� ����������� ������� (7.24) 	 
	��: 
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 ,  0,  1, ,  1, , 0i i
j j

u i I j n const
x x

g g g-c -b b
� � / � � � �

b b
� , (7.27) 

�������	�<=� 
1) ����	�� ������� !���	
��� (7.24) � ����	�
)���� ����
)���� ������-

�� x0�Rn
 	 ��������� ��
��� ����	��� ����������	� 	 �������� �������� 

� � 0xg �   ��� ����
��(< 	 ��������� ���������� �	��������� �������-

���� � � 0xg �  � ��������������� �(x), ����������� !�
�	�� 0
jx

gb
/

b
  

!��	
��	���<=�� ������+��<  

 � � � �, ,  ,  0etx z z z y yg C (� � � �� , (7.28) 

��� y - ���
<������ ������� 	������� ����������, yet - �������� (�
�	�� ���-
���� (������� (�
�	�� �������� 	 �.�.); 

2) �����	
��� ���!�� �� ���������� �	*��� �����!��� ������ 
�����	�*��<=��! ������!<=��! �!��(���
! 	�� (7.25); 

3) �����������!< !�����	���) ������� (7.24). 
(������������� ������� 7.2 ���
����� ��������
)��	! ������� 7.1, �� 

��
�� ���������.  
��+��
�*����� ���!
)���� (�������  ������) �������	
�<� ����� 

������, ����� �
��� ������! � ������	��< !���	
���, ����	������ �� 
������� ����������!<=����� �����
)���� ���!
����� � F�������
�(�� 
("@>P) $.$. �����	�����, ������ ���
��(� ���!
����� ���(��
)�� ��!��� 
 ����	��� �� ��������	�� �������� �@ (��� ���*���	� 	����*��� �����-
��)  ������� F���� ����� �
� !���	
��� �
�*��� �������� � 	����*-
��� ������������� �
!��!�(��, ���!���	�� ������
�!���� ��
-
������ �����, �����(������� �+���� �������. � "@>P 		�! ��-
�!���	� �����	����� ������������� ����
 �@ ��*�� ���
)��	��) ��� �-
�����(���!< ����
) 	 	�� ��������� ��
����	, ���������!<=� ���-
��! ����	����	!<=� 	�����	. ��
��� +��� ����!�
��� ������(, 
�����*������) (�
�, ���������� �
� ������
��� ������(������ ��
-
����,  �	������� � ���
���� �����	���� �����
)��� 	���� F�������
�( 
������
�<��� ������� �@. 

 
7.5. �(��/+/@�&�%� �%(&+��/�%��(/� (��/(�<()* &/&+�' & (�-

#�L,�+���' &%&+%>(/> (� %&(%�� ��$�/+/> ���� 
 
A���
�� �
�*��� ����
���� ������ ��
������ ����� �� ����
��� 

������( � 	������ �������� �������  �����	!<=� �� ���� 	���!=��� 
�	
����� ���
������� ������!��	��� ��
������ ��������� ����� � 
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���
<����
��. A� ������ ������ �����
��	�����  ������!��	��� ��=� 
������ ������ ���
<����
� ���!���	!<� ��� 	 �������	�����, ���  ���!��*-
��� ��!���� 
�����!�� (��., �������, ����� 	 [158). 

�
��������� �������	��� ����� ������!��	��� ��
������ ����-
����� ����� � ���
<����
�� 	 $�$> �	
����� �
��!<=��.  

J����� ������������� ����
) ������� !���	
��� 	 	��: 

 
( ) ( ) ( ) ,
( ) ,

x � � �
�

B H� a x x x u x w
y c x x

, (7.29) 

��� x – n-	����� ��������, u – m-	����� !���	
���, w – �-	����� 	�������	�, y 
– v-	����� ���
<������ ����������.  

������� ( )a x , ( )c x   ����(� ( )B x   ( )H x  ������
���<��� �������	-
���  �������(�!����. 

��������	� w �����
�*� �
���! ���������	����� 	�������	� ��-
������ �����  ������
����� ���������� �������(�
)��� !��	�����: 
 , (0) W� �G�w w w , (7.30) 

��� G  – �������� ����(�, � W Re�  – ���������� ���*���	�. 
J����� ���
<������ 	 ������ ����������� ���!
�����, �������	�<=�-

�� �����������!< !�����	���) ������ (7.29) 	 (�
�� � �������� 	������� 
���������� ���(����	 	 ���  �	���������) 	����� ������ y � 	�������	< 
w �������� �����, ������
�����! !��	����� (7.30). 

@���=� ����! ��������� ���
<����
� �� $�$> �
� �
!���, ����� ��-
��
) ������� ����������� ���������	  	�������	� ���	�����.  

?!��) ����
) �@ ������ 	 	��: 

 
� �
� �

= f , , ,t, ,

= h ,t ,

,�x x u

y x

$
, (7.31) 

x�Rn - 	����� ��������, $�Rk, - 	����� ���������	, , - 	����� ���������	, ���-
	��*����� ����������� �������� 	 ���(���� �!��(����	��� �@, 
 
	���!=�<=� 	�������	��, u�R�, m<n, - 	����� !���	
���, f(
), h(
) – �����-
��	��� ��
������ 	�����-�!��(, y�Rk, - 	����� 	������� ���������� (�-
������). 

���  	 $�$> ������ �!��� ���
<���)�� 	 ������ ����������� ���!
�-
���� 

 
( , ),
( , )

z z
z

�
�

R� y
u u y

, (7.32) 

( z  – 	����� ��������), �������	�<=��� �����������!< !�����	���) ��-
���� (7.31), (7.32) 	 (�
�� � �������� 	������� ���������� ���(����	 	 ���. 



�
�

�
� ��+��� ����� ���
)�!���� ����� �	�������� ����������� [70, 
111, 149]  ���(� �����
���. � ����	����	 �� 	�����, �� ���	�� F���� 	 
������
�*�� ��
��� ���
<������� 	������	 x  , ������
����� !���	
��� 
�� �������< u(x,,), �������	�<=�� �����������!< !�����	���) ������ 
(7.31) 	 ��
��� 
 	 (�
��. A� 	����� F���� �
� 	������ ,  �����
<������ 
��������� 	������ x ������� ������������ ���
<����
). ��������� 
���!
���� (7.32) ��
!������ �!��� ������ 	 ��
!������ �� ���	�� F���� 	���-
*�� �
� �����
<������ ���������� � ������������ �(�����, ���-
��!���� ���
<����
��. 

?!��) ����
) �@ (7.31) �������	�� 	 	��: 

 

� �

� �

� �

� �

1 1

1 1

,
..........................

,
..........................

,
..........................

,

k k

k s k s

n n

x f , ,

x f , , ,

x f , , ,

x f , ,

� �

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

x % u

x % u

x % u

x % u

,

,
, (7.33) 

��� fj(
) – �	������ �!��(, ,=(,1,…,,s)�Rs, - 	����� ���������	 � ��������-
��� �
!��!�(��, 	
�<=� �� ������	� !���	
���. 


+���?,�(/� 7.1. %�
 !��	���� ��������� ��������, �����*�=� 
���	������ ��������� (	���!=���) ���������� �����+�� �������
)�� 
�(��	����� ���������	 (	���!=���), �� �
� ���+������ ������ (7.34) �� 
���� ��
!������ !��	���� ( 1 1,...,n s n sx x, ,� �� � ): 

 

1 1

1 1 1

( ),
..........................

( ),

( ),
..........................

( ),

n n

n k k

n s k s k s

x f , ,

x f , ,
dx x f , ,
dt

dx x f , ,
dt

� � �

� � �

�

�

� �

� �

�

�

� ��

� ��

x % u

x % u
x % u

x % u

 (7.34) 

�� �����	����� !���	
�� u  	������ x1 ��������� ��������� 	������ x 
���������� �������� �!=���	!�� ������������ ���
<����
) �
� �(��-
	����� ���������	 (	���!=���) 	 	��: 

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,  ( , ) ( ) ,
x x

z z d d z( >� � i � � � i �S SL L� x x x x x x u x g x xC (7.35) 

��� 1( )L x  – �*�������
����� ����(�, � �!��( 
1 1 1 1( , ),  ( ),  ( ),  ( )C ( >ix g x x x  !��	
��	���<� !��	�����: 
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1 1 1 1 1
1 2 11

1 1 1 1 1 1 1
1 2 11

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ),

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ),

>

(

b b
� � i �

b b
b b

� � � i �
b b

B B B

A A L A

x g x g x x g x
x g

x g x g x x g x x g x
x g

C C

C C C
(7.36) 

� �!��(� 1( , )x gC ��������	��  �������(�!��� �� �	�� ���!������. 
4�"�%����.  
1. #������� ��������
������) 	 ������ (7.33) �������
)�� ����������-

�� 	������ ���������	 , (/
 	���!=���) 	 ������ (7.34) �������� � ��!-
��� ���������� ��x , ������� �!��� ����������	��)�� ��� 	��+��� 	���!=��� 
(� ���)+�� ��������
������)<, ��
 ���� ��������� x �	
����� ���������). 

2. ?���������, 	 !��	���� ������� 	���� �(��	����� �������� (/
 
	��+��� 	�������	�), ��
*�� ���) ��������� ���
<������ (���������). 

(������������� �������� �� ������ $.$. ��
�����	�  ��� !�����	 
[70, 149]  ����	������� �	
����� ������ ��������� ���
<����
�, 

<����-
(� �
� �������� ��	����� �*� �� ������ ���
<����
� �
� ����� � ���� 
����
 ����������� �	����
� (�. 7.6).  

?�	���� !��	���� ������� (7.34) � 	�!, !������! �
� ��������� ��-
�
<����
�. " F��� (�
)< �������	� 	����� �������� ������� x  	 	��: 

 1 2T T8 9� < =x x x , (7.37) 
��� 	����� x1 ���������� k	1 �����	
�� � ��������� ��������� 	������ x, 
�
� ������� ������*��� 

 
1 1 2: ( , )h�y x x x , 

������
����� !��	����� 	����� 	 (7.31) �	
����� 	����� ����������� �
� 
	��� 2 n kR ��x , x2 – 	�����, ������=� � ����������� ��������� 	������ x.  

@����!�� 	����� n k sR � ��g : 
2T T8 9� < =g x ,  

 ������
�*�, ��� !��	���� 
 1 2( , )h�y x x , (7.38) 

���������� �����+�� 	 �	��� 	�� �������
)�� x1. ��� ��������� ��=��-
�� �!��� �����), ��� !��	���� (7.31), (7.34) � !����� 		������� ���������� 
��*�� ������) 	 �
��!<=�� F�		�
������ �����: 

 
1 1 1

1 1
1 1

2 2

( , ) ( , )

( , ) ( , )

� �

� �

A B
A B

�

�

x x g x g u,
g x g x g u.

, (7.39) 

J���) x1 – ��
����)< ���������, � g – ����������� (���	������) 	��-
��� ���������� l=n-k+s. 
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4�"�%����. '����	��� ������������ �����+��� (7.38) �������
)�� x1 
�� �	
����� �������. � �
!��� �������������� �����+��� (7.38) �����-
��
)�� x1 �� ������	�� ������ (7.39) �
��!�� 	�����) �� ��+���, ����-
��� ��	��� � ��
�� ������� ���!��!�� �� ���������� g. 

��
��, 		���� 	 ����������� 	����� ( ) lt R�g , ������
����� ����!
��: 
 1 ˆ( ) ( , ) ( )t t� �x gg C C , (7.40) 

��� �!��( C   Ĉ  !��	
��	���<� �
��!<=� !�
�	��: 
�) 1( , )x gC ��� ˆ( )tC ��������	��  �������(�!��� �� �	�� ���!������; 
�) ��+��� !��	���� 
 1 ˆ( , ) ( )t�x gC C , (7.41) 

�������
)�� g �!=���	!��  �	
����� �����	����� �
� 	��� sR�g . 
>�������	�� 	����� g ��� �!��(< 	�����, ������!��, ����� �� !��	-


��	���
 ����������! �������(�
)���! !��	���<: 
 1( )� L� xg g , (7.42) 

��� 1( )L x  – ����(� l l�  ����	�, ��� ��	�
)��� ��+��� g=0 ������� !��	-
���� ����������� !�����	� 	 (�
�� ( 1( )L x – ��
�	�� !�����	�� ����-
(�). " !����� 	���*��� (7.40)  (7.41) !��	���� (7.42) ������� 	�: 

� �1 1 1 1 1 1
1 2 1 21 1

ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )u t
x

0 1b b b b
� � � � � �2 3b b b b4 5

A A B B L�x g x g x g x g x x g
x g g
C C C C C C C . (7.43) 

?�����
�*�, ��� �
� �������� 1
1( , )A x g , 1

2 ( , )A x g , 1
1( , )B x g   

1
2 ( , )B x g  ����!��� ���� 	������ 1( )( x , 1( )> x   ����(� 1( )i x , �� ��	��-

=� �� g, ��� �����	�<��� 	���
������ ��	����	� (7.36). 
'���� !��	���� (7.43) � !����� ���	��� !��	���� ������ (7.39) ����� 

	�: 
1 1 1 1 1ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) 0L( >i � � � � ���x x x x u xC C , 


 

 
1

1 1 1 1 1 1

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )z L z L d ( >� � i � �S�
x

x x x x x x u , (7.44) 

��� 

 
1

1 1

0

ˆ( )
x

z d� i �S x x C , (7.45) 

?� F���, ���
���� !��	����� (7.40)  (7.45), 	����� g ������
��� � ��-
����+���: 
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1

1 1 1

0

( , ) ( )d zC� � i �S
x

x g x xg , (7.46) 

?����
)�! ��+��� 0�g  !��	���� (7.42) ����������� !�����	� 	 
(�
��, �� ������������� �(���� ĝ  �����
<������� 	������ g ��*�� ���) 
������� ��� ��+��� !��	����: 

 
1

1 1 1

0

ˆ( , ) ( )d zC � i �S
x

x g x x , (7.47) 

�������, ���
���� !�
�	< (7.41), �	
����� �����	����� ��+���� �����-
��
)�� ĝ  �
� 	��� 1 kR�x . 

J����� ������ ���
<����
� �	�����, ���� �������, � ����*���< 
�!��(� 1 1 1 1( , ),  ( ),  ( ),  ( )C ( >ix g x x x , !��	
��	���<=� !��	����� (7.36).  

��	��*���� 7.1. ��������. 
 
7.6. ���L&+��+/�()< =�/'�� =%&+�%�(/> (�#�L,�+��> ,�> (�-

/$'��>�')* �%%�,/(�+ / �%$'�F�(/< 
 
>�������� ���! � ����
�� ����������� �	����
� [69]: 

 

1 1 1 2 3 1

2 1 2 2 4 2

3 3 1 4 3 4 5

4 3 2 4 4 3 5

5 5 2 3 5 1 4

,
,

,
,

1 ,C

x a x a x u
x a x a x u
x a x a x px x
x a x a x px x

x a x x a x x M
J

� � � �

� � � �
� � �

� � �

� � �

�

�

�

�

�

 (7.48) 

��� x= 1 2 3 4 5( ,  ,  ,  ,  )x x x x x =(�1�, �1�, �2�, �2�, �)T – 	����� �������� $�; 
�1�, �1�, �2�, �2� – �����	
�<=� 	������	 �������(��
��� �������  ������; 
u=[u1�, u1�]T – 	����� 	������ (!���	
�<=�) 	�������	�; u1�, u1� – �����	-

�<=� 	������ �����*��� �������; ��F��(���� ai 	���*��� ����� ����-
��� ��������� $� (�. 9.1)  ��<� 	�: 

1 2 3 4 52 2 2 2 2; ;   ; ; .
( )

r s m s m r r s m

s r m s r m s r m s r m s r m

L R L R L L R L pLa a a a a
L L L L L L L L L L L L J L L L

� � � � �
� � � � �

������ � 5-�� !��	���� �(��	����� �������� 
5 2 3 5 1 4 5,CM a Jx x a Jx x Jx� � � �  , ����	 ������� ���� !��	����, ����
-

�� �����! (7.48) +����� !��	�����, �������	 6 Cx M� , 	���
��� ������-
���� ���������	���: 
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� �
� � � �

� � � �

6 5 2 3 5 2 3 5 1 4 1 4 5 5 2 3

5 2 3 1 4 3 4 5 5 1 4 5 1 3 2 4 4 3 5 5

5 2 3 5 2 4 3 4 5 5 1 4 5 1 4 4 3 5 5.

x a J x x a J x x a J x x x x J x a J x x

a J x a x a x px x a J x x a J x a x a x px x J x

a J x x a J x a x px x a J x x a J x a x px x J x

� � � � � � �

� � � � � � � � �

� � � � � � �

� � � � � �� �

� ��

� � ��

 

 
"����� (7.48) ����� 	�: 

 

� �

1 1 1 2 3 1

2 1 2 2 4 2

5 5 2 3 5 1 4 6

3 3 1 4 3 4 5

4 3 2 4 4 3 5

6 5 2 3 5 2 3

5 1 4 1 4 5

,
,
1 ,

,
,

,

x a x a x u
x a x a x u

x a x x a x x x
J

x a x a x px x
x a x a x px x
x a J x x a J x x
a J x x x x J x

�� � �

�� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

�

�

�

�

�

� � �

� � ��


  

� �
� �

1 1 1 2 3 1

2 1 2 2 4 2

5 5 2 3 5 1 4 6

3 3 1 4 3 4 5

4 3 2 4 4 3 5

6 5 2 3 5 2 4 3 4 5 5 1 4

5 1 4 4 3 5 5

,
,
1 ,

,
,

.

x a x a x u
x a x a x u

x a x x a x x x
J

x a x a x px x
x a x a x px x
x a Jx x a Jx a x px x a Jx x

a Jx a x px x Jx

�� � �

�� � �

� � �

� � �

� � �

� � � � �

� � �

�

�

�

�

�

� � �

��

  (7.49)  

 
?�������� ���
<����
� �
� ���������� ( ����������� �
� ���������	) 
���	���� �� �����, ���
���� [149]. 

��$ 1. �	���� ��	��!�����) ��������������� (�� ��
! �����(�!�-
��� ����������  ���������	 3 4 6, ,x x x ): 

 
� � � �
� � � �
� � � �

1 1 1

2 2 2

3 3 3

ˆ ,
ˆ ,
ˆ ,

t t
t t
t t

g @ @
g @ @
g @ @

� �
� �
� �

  (7.50) 

!��	
��	���<=� ��+��< ���������� ��: 

 
� �
� �
� �

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0,
0,
0.

t L
t L
t L

g g
g g
g g

� �
� �
� �

�

�

�

  (7.51) 

����	����	����. J���) �!��( @i ��	��� �� ���
<������ 3 4 6, ,x x x   ������-
��� ���������� (x1, x2, x5), �!��(� � �ˆ ˆ

i i t@ @�  - (�������������) �(���� ��-

�������� @i, ���
�*�=�� ����*���<. @������� � �1,2,5obN � . 
� (7.51) ������	� 	���*��� (7.50): 
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6
1 1

1 1 1 1
1

6
2 2

2 2 2 2
1

6
3 3

3 3 3 3
1

ˆ ˆ 0,

ˆ ˆ 0,

ˆ ˆ 0.

j
j j

j
j j

j
j j

dx L L
x dt

dx L L
x dt

dx L L
x dt

@ @ @ @

@ @ @ @

@ @ @ @

�

�

�

b
� � � ��

b

b
� � � ��

b

b
� � � ��

b

�

�

�

 (7.52) 

��$ 2. " (�
)< ��
<���� ���
<������ (����������� ����������, 
���
<����
) �
� ������� �������) ���������� � �� (7.49) 		������ �!��( 
-i, ii, j, i=1,…,4, j=1, 2, 3, (�� ��	��=� �� ����������� ����������), ������-
�	�<=� 	���
���� ��	����	: 

 

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

6
1

1 1 1,1 1 1,2 2 1,3 5 1
1

6
2

2 2 1,1 1 1,2 2 1,3 5 2
1

6
3

3 3 1,1 1 1,2 2 1,3 5 3
1

0,

0,

0.

j
j j

j
j j

j
j j

x L x t x t x t
x

x L x t x t x t
x

x L x t x t x t
x

@ @ -

@ @ -

@ @ -

�

�

�

b
� �i �i �i � ��

b

b
� �i �i �i � ��

b

b
� �i �i �i � ��

b

� � � �

� � � �

� � � �

 (7.53) 

����������
)��� �����*!������ �!��( @i  	������ 	 	��: 

1 1 2 5 3 2 1 2 5 4 3 1 2 5 6,  ,  x x x x x x x x x x x x@ @ @� � � � � � � � � � � �  (7.54) 

?����+�� (7.53) � !����� �������	
��� (7.54)  ������ (7.49): 

� � � � � � � �

� � � � � � � �

� � � � � � � �

3 1 3 1,1 1 1,2 2 1,3 5 1

4 1 4 2,1 1 2,2 2 2,3 5 2

6 1 6 3,1 1 3,2 2 3,3 5 3

0,

0,

0

ob ob

ob ob

ob ob

k k
k N k N

k k
k N k N

k k
k N k N

x x t L x x x t x t x t

x x t L x x x t x t x t

x x t L x x x t x t x t

-

-

-

� �

� �

� �

0 1� � � � i � i �i � �� �2 3
4 5
0 1� � � � i � i �i � �� �2 3
4 5
0 1� � � � i � i �i � �� �2 3
4 5

� � � � �

� � � � �

� � � � � .

 

?�����	� ������� ,  1,6ix i ��  � (7.49) 	 ������ ������+���, ��
!��: 

� �
� � � �

1 1 2 3 1 1 2 2 4 2 5 2 3 5 1 4 6

3 1 4 3 4 5 1 1 2 5 3

1,1 1 1 2 3 1 1,2 1 2 2 4 2

1,3 5 2 3 5 1 4 6 1

1

1 0,

a x a x u a x a x u a x x a x x x
J

a x a x px x L x x x x

a x a x u a x a x u

a x x a x x x
J

-

� � � � � � � � � �

� � � � � � �

�i � � � � i � � � �

0 1�i � � � �2 3
4 5
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� �
� � � �

1 1 2 3 1 1 2 2 4 2 5 2 3 5 1 4 6

3 2 4 4 3 5 1 1 2 5 4

2,1 1 1 2 3 1 2,2 1 2 2 4 2

2,3 5 2 3 5 1 4 6 2

1

1 0,

a x a x u a x a x u a x x a x x x
J

a x a x px x L x x x x

a x a x u a x a x u

a x x a x x x
J

-

� � � � � � � � � �

� � � � � � � �

�i � � � � i � � � �

0 1�i � � � �2 3
4 5

 (7.55) 

� � � �
1 1 2 3 1 1 2 2 4 2 5 2 3 5 1 4 6

5 2 3 5 2 4 3 4 5 5 1 4 5 1 4 4 3 5 5

1a x a x u a x a x u a x x a x x x
J

a J x x a J x a x px x a J x x a J x a x px x J x

� � � � � � � � � �

� � � � � � �� � ��

���������

� � � � � �1 1 2 5 4 31 1 1 2 3 1 3,2 1 2 2 4 2

3,3 5 2 3 5 1 4 6 3
1 0.

L x x x x a x a x u a x a x u

a x x a x x x
J

-

� � � � � i � � � � i � � � �

0 1�i � � � �2 3
4 5

 

L!��( -i, ii, j, i=1,2, j=1, 2, 3, �!��� 	�����) ����, ����� ��
<��) ����-
������, �
� ������� ������� ���
<����
). @�� � �!���: ��
<��) � �� 
	�� �
�������, �����*�=� !���	
���, �� ���� 	����� �!��(� -i 	 	��: 

1 1,2 2 1,1 1 1 2

2 2,1 2 2,2 1 1 2

3 3,1 2 3,2 1 1 2

,

,

.

u u u u
u u u u
u u u u

-

-

-

� �i � i � �

� �i �i � �

� �i �i � �

 

?�����	� ��������� 	���*��� �
� �!��(� -i 	 �� (7.55): 

� �
� � � �

1 1 2 3 1 2 2 4 5 2 3 5 1 4 6

3 1 4 3 4 5 1 1 2 5 3

1,1 1 1 2 3 1,2 1 2 2 4

1,3 5 2 3 5 1 4 6

1

1 0,

a x a x a x a x a x x a x x x
J

a x a x px x L x x x x

a x a x a x a x

a x x a x x x
J

� � � � � � � �

� � � � � � �

�i � � � i � � �

0 1�i � � �2 3
4 5

 

 
� �

� � � �

1 1 2 3 1 2 2 4 5 2 3 5 1 4 6

3 2 4 4 3 5 1 1 2 5 4

2,1 1 1 2 3 2,2 1 2 2 4

2,3 5 2 3 5 1 4 6

1

1 0,

a x a x a x a x a x x a x x x
J

a x a x px x L x x x x

a x a x a x a x

a x x a x x x
J

� � � � � � � �

� � � � � � � �

�i � � � i � � �

0 1�i � � �2 3
4 5

 (7.56) 
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� � � �
� � � � � �

1 1 2 3 1 2 2 4 5 2 3 5 1 4 6

5 2 3 5 2 4 3 4 5 5 1 4 5 1 4 4 3 5 5

1 1 2 5 4 3,1 1 1 2 3 3,2 1 2 2 4

3,3 5 2 3 5 1 4 6

1

1 0.

a x a x a x a x a x x a x x x
J

a J x x a J x a x px x a J x x a J x a x px x J x

L x x x x a x a x a x a x

a x x a x x x
J

� � � � � � � �

� � � � � � �

� � � � � i � � � i � � �

0 1�i � � �2 3
4 5

� � ��
 

�
� ������
��� �!��(� i1, j, j=1, 2, 3, 	 1-� !��	��� (7.56) ����	���� 
� �!
< 	���*��� ����� ����������� ����������  �	������� �
����: 

� �

3 2 5 2 4 1 1,1 2 1,3 5 2

4 2 5 1 5 1,2 2 1,3 5 1

6 1,3

0 0 0
3 4 6 1 1 1 2 3 1 1 1 2 5 1,1 1 1 1,2 1 2

: 0,

: 0,
1 1: 0,

, , : 0.

x a a x a L a a x
x a a x px a a x

x
J J

x x x a x a x a x L x x x a x a x

� � � � i �i �

� � � i � i �

� i �

� � � � � � � i � i �

 

>�+�� ����!< �����! �������
)�� i1, j, j=1, 2, 3, ��
!����: 

� � � �� � � � � �

2 4
1,3 1,1

2

1
1,2 2 3 1 1 2 1 4 2 1 1 5 1 2

2 1 2 2

1, ,

1 .

a a L
a

x a a L a a a a x a L x p L a
a a x a

� �
i � i �

0 1
i � � � � � � � � �2 3� 4 5

 

$��
�����, �
� ������
��� �!��(� i2, j, j=1, 2, 3, 	� 2-� !��	��� 
(7.56) ����	���� � �!
< 	���*��� ����� ����������� ����������  
�	������� �
����: 

� �

3 2 5 2 5 2,1 2 2,3 5 2

4 2 5 1 4 1 2,2 2 2,3 5 1

6 2,3

0 0 0
3 4 6 1 1 1 2 3 2 1 1 2 5 2,1 1 1 2,2 1 2

: 0,

: 0,

1 1: 0,

, , : 0.

x a a x px a a x
x a a x a L a a x

x
J J

x x x a x a x a x L x x x a x a x

� � � i � i �

� � � � i � i �

� � i �

� � � � � � � i � i �

 

>�+�� �����! �������
)�� i2, j, j=1, 2, 3,  ��
!����: 

2,3 1,i � � 2,1 5
2

1 ,p x
a

i � �  

� � � � � �2,2 2 3 1 1 1 2 5 5 1 1 2 4
2 1 2 2

1 1 .px a a L x x x x a x a a
a a x a

0 1
i � � � � � � � � �2 3� 4 5
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$��
�����, �
� ������
��� �!��(� i3, j, j=1, 2, 3, 	 3-� !��	��� 
(7.56) ����	���� � �!
< 	���*��� ����� ����������� ����������  
�	������� �
����: 

� �

3 2 5 2 5 2 4 2 5 1 5 31 2 3,3 5 2

4 2 5 1 5 1 5 2 5 5 4 1 1 3,2 2 3,3 5 1

6 3,3

0 0 0
3 4 6 1 1 1 2 5 1 1 2 5 3,1 1 1 3,2 1 2

: 0,
: 0,

1 1: 0,

, , : 0.

x a a x a J x a x a J px x a a x
x a a x a J x a J px x a J a x L a a x

x
J J

x x x a x a x J x L x x x a x a x

� � � � � i �i �

� � � � � � i � i �

� � i �

� � � � � � � i � i �

�

�

��

 

>�+�� �����! �������
)�� i3, j, j=1, 2, 3,  ��
!����: 

3,3 1,i � � 5 54
31 2 2 1 5

2 2 2
1 ,a J a Jpax x x x

a a a
i � � � ��  

 

� � � �� �

� �

3,2 5 1 5 2 5 5 4 1 5 1 1 2 5
2 1 2

5 54
2 2 1 5 1 1

2 1 2 2 2 2

11 1

1 .

a J x a J px x a J a x J x L x x x
a a x

a J a Jpax x x x a x
a a x a a a

i � � � � � � � � � � �
�

0 1
� � �2 3� 4 5

� ��

�

 
'���� !��	���� (7.55) � !����� ��������� ��F��(����	 -i, ii, j, 

i,j=1,2,3, ���!� ���) ��������� 	 	��: 

 

� � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �

1,1 1 1,2 2 1,3 5 1 1 1 1

2,1 1 2,2 2 2,3 5 2 2 2 2

3,1 1 3,2 2 3,3 5 3 3 3 3

ˆ ˆ 0,

ˆ ˆ 0,

ˆ ˆ 0.

x t x t x t t L t

x t x t x t t L t

x t x t x t t L t

@ - @

@ - @

@ - @

i � i � i � � � �

i � i � i � � � �

i � i � i � � � �

�
� � �

�
� � �

�
� � �

 (7.57) 

��$ 3. @�!=���	
��� ����
���
)��� ��������� ���
<����
�� ����-
	����� �
� ��������� ���������� (����) 1 2 5,  ,  x x x ): 1 2 5 1 2 5ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,  ,  , ,  ,  x x x x x x� � � �� �� ��  
���
)�!� �����	�!< ���
)��=!< ���������(< �� ����	� �
������ 2.8. 

��$ 4. ���	���� (7.57) �������
)�� ������ �!��(� � �ˆ ,  1,2,3i t i@ �  
�������!� 	�: 

 

� � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �

1,1 1 1,2 2 1,3 5 1 1 1 1

2,1 1 2,2 2 2,3 5 2 2 2 2

3,1 1 3,2 2 3,3 5 3 3 3 3

ˆ ˆˆ ˆ ˆ 0,

ˆ ˆˆ ˆ ˆ 0,

ˆ ˆˆ ˆ ˆ 0.

x t x t x t t L t

x t x t x t t L t

x t x t x t t L t

@ - @

@ - @

@ - @

i � i � i � � � �

i � i � i � � � �

i � i � i � � � �

�� � �

�� � �

�� � �

 (7.58) 
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?�
!������ 	���*��� �
� � �ˆ ,  1,2,3i t i@ �  �!�!� �������	
��) ����� 

������������ �(��� ���������� � �î t@ , 	�������� 	 	�� (7.54). '���� �-
����� �(��� �
� ���������� x3, x4, x6 �!�!� ���) 	�:  

� � � � � �3 1 1 2 5 4 2 1 2 5 6 3 1 2 5
ˆ ˆ ˆ,  , .x t x x x x t x x x x t x x x@ @ @� � � � � � � � � � � �  

'��� �������, 	 ��
�� �� ����� ��������� ���
<����
� �� ����	� 
$�$> [70], ������
���<=�� �������� ������ ����
 �
� �������( ��-
��������� 	�������	�  ������������� �
!��!�(�, ������ ������ �-
��
)�!�� �
� �������	
��� ���	������ ���������	 (	��+�� 	�������	�) 
��� ����
���
)��� ���������� ������� ����
 (	 ����	����	 � ���(-
��� ���+����-�*��� ����	��� ����������	� [111]) 	 	�� F	�
<(����� 
!��	���� �� � �������� ������
�*���, � �� ����	� ����
)��� !��	���� 
�������� �@,  ��
)���+��� �������� ����� ������!��	��� ���
<��-
��
� �� $�$>.  

4�"�%����. ?� ��
!��� ��+��� ������ (7.56) ��*�� 	�����!�) �-
�!�(� ��
��� �� ��
), �����!< ��*�� ����� ���!
����(�� 		������ ��-

��� ���������, ��������� ��������! ���!
����( $.A. '����	�30,  ��
�-
��	��) ��� 	
��� �� �������� ��+���. 

	�����. � �����
� ��	����� ����� ��������� ���!
����� �� ����	� 	�-
�	
��� ��������������� 	 ����������	� ��������  ���(��	 ���!
��	��� 
 ���
)��	���� F��� ������(. >��!
���� !���	��� 	
��� �������	, 
��������	!<=� 
 ��������	!<=� �������! ������� 	 ������
����� ��-
������,  �� F��� ����	� 	�������	�<=� ��+��� �� !���	
�<=�� 	�����-
��	. �
�� ��������	��� ��������  �������	, ��������	!<=� � ����!�-

��<, !����	!��, 	�-���	��, 	 �������( �������� ������� !���	
���; 
	�-	�����, 	 	�������� !���	
�<=� 	�������	�.  

?�	����� ����� ��������� ���!
����� �� ����	� 	��	
��� ���������-
������ 	 ����������	� �������� � (�
)< �������� F��� ������( �
� 
������( !���	
��� �� �����! $�$>. �
� ������� ������ �������� ���
<-
����
) �
� ����������� ��������  ���������	, �
!��!�( ������� �	
�-
<��� ���	������ �
���� �!��(��. 

>��!
)����, �������	
����� 	 7-� �
�	�, ��!�
��	��� 	 ������� [71, 75, 
144]. 
�
�

 

������������������������������������������������������������
30 '����	 $.A., $����� �.&. 3����� ��+��� ������������ �����. - 3.: A�!��, 1986. - 287 �. 
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«1��% ����! #��"� � ����� �� ��������, 
�� ��� �� ������� � #��"��"� ��, 
3�� ���� ������ �������%��" � �����" 
/ �����)����" � ��$ �� $�����» 
/?�	�
 $�����
)���/ 

 
	���� 8. ����� ���������
��D�EJ ������ ��� 
������������ ������� ����������	 �"����  
 
3���
 	��	
��� ���������������  ���
�!<=� � �
������ �����	-


�<� �!�) ���������� �������	 � ��������	��< �������� �@ 	 �	!� ���
-

���!�
)��� ��������<=� �������, ���!��!�� ������� ��<� ���(��
)-
��� ���
��, �������	����� (�
�� � ���
)��	���.  

 
8.1. �(��/$ &%���'�((%;% &%&+%>(/> /(+�����+���K()* &/&+�' ,�> 

��&=%$(���(/> &%&+%>(/< ,/(�'/@�&�/* %#A��+%� 
 
"��� ����� �
� !��
������ ������	��� �
������	 	 ���
���� � 

������(��  �� ���
���� ������ �
��!�� ������) �
��!<=�: WEKA ( 
http://www.cs.waikato.ac.nz/ml/weka), RapidMiner (http://rapid-
i.com/content/view/124/1/), ������=��� 	 ���������� ?�
��� �
������	 
(http://poligon.machinelearning.ru), P��@" (http://www.cs.tut.fi/~lasip/), �%D '$ 
(http://lc.kubagro.ru/aidos/)  ��. ������ ����������!�� ����	��� � �!=���-
	!<=� �� ������ ������. 

$����	��� ������ ���
��  ���������	��� �������� �
�*��� ��-
��� «�%D '$» (http://lc.kubagro.ru/aidos/) ��� ����!���� ���
��( ���(-
��	 ��������� ���
�� 	 $"� 	�
<���� ���
��(< �
��!<=� F����	: �����-
����� ������(����� ����
 ������� !���	
���; ��+��� ����� �����-
��( �������� ������� !���	
���  	������� !���	
�<=��� 	�������	�; 
���
� ������(����� ����
 ���������� ��
���. @�����, 	 ������ ������ 
�� ��+��� 	������ ���������� 	���������	� ������ � Windows-
��
�*����; ������(� ����
 � �������� ���������� ��
���; 	������ 
���������( ���!
)����	  ���
)��	��� 	��+�� ����
��, 	 �.�. F������-
���; �� �(����� ����*����) ��������� ��+��� , ��� �!=���	����, �-
��
)�!���� ������
��� �� ����	����	!�� ���������� ��*��� ������ ����-
����� �����. 

?����� LASIP (Local Approximations in Signal and Image Processing, 
http://www.cs.tut.fi/~lasip/), ���
��	����� 	 ����������� ����� MATLAB, ��-
�	�=�� ��
���	��< +������ �
���� ��	�� F�����	��� �����	��� ����-
��	 �������� ����
�	. � ������� ���
��	��� ��	�� ����������� ������ 
	�������	
��� ��+!�
������  ��������� ����������� ����
�, ��������� 
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�����*���, 	���  3D ���������. LASIP �������� � ����!*����� (��-
���
)���) ��
�*����, ��	���� �� �������� ������	 ���
����� ���-
�����.  

� �����
)��� ��
�*���� ���������  WAVELAB 850 (����� Matlab 
�!��(, ������� ��
 ���
)��	��� �	����� 	 ���
���� �
������� 	��	-

��-���
�� http://www-stat.stanford.edu/~wavelab/); BEAMLAB 200 (	�
<���� 	 
���� ���
� 900 Matlab ���
�	, ������, � ���*� ���������(����� ������, 
http://www-stat.stanford.edu/~beamlab/); SYMMLAB 090 (���
� 100 Matlab ���-

�	 http://www-stat.stanford.edu/~symmlab/).  

� �
���! ����	���� ��
�*��� ���������: Advanced Signal Processing 
Toolkit Demo (http://zone.ni.com); Mealy and Moore Sequence Recognition Demo, 
(http://www.mathworks.com); Computer Science Lab of Université Paris 6 
(http://www-connex.lip6.fr/~artieres); Pattern Recognition Demo 
(http://cgi.di.uoa.gr/~stpatrec/Demo_Download.htm).  

@��� � �!��������
)��� ������	 ���
�� ������( �	
�<��� 
��-
����� ����� [56]. @���	���
�� !���+�� ���		������ �����	
���, �	�������� 
� � ��������� 	 ������ �����	��� ������� � ��������	��< ������	, �	
���-
�� Q.#. E!��	
�	. 

#���

���!�
)��� ������ �� ���� ������	 ��������	��� ������	. "�-
���� D@>%�30 ������������� �
� ��+��� ����� ��������	��� ������	  	��	-

��� 
������� ��������������� 	 ������, � ���*� ��
���	��� �� ��; F��-
������� ������ 
��������� ��������	��� P�"#D@>31 �������� � ����������-
��� ��������, ����	����� ������ 	 ����������	� ������������ ����-
������,  �������	
���� ����� ��� ������ ��������������� 	 ����� ���-
(����	����� �!
�	�� ����(� ���<����	.  

� ����!�����
)��� ������	�� ��������� ���

���!�
)��� �����, 
���
�!<=� ������������ ����
  ������ ���

���!�
)���� ���
�� �-
�����( ��������� �
��!<=�: 

AgSDK  MAS DK – �
� ��������� �!
)��������� �����;  
AT-'%qA@D@�#& – �
� ������*� ��������� 	��-�������	����� �-

������	����� F��������� �����;  
SETRIAN – �
� ������!��	��� ��������� ����� ������*� ����-

�� ��+���;  
?>#J3$ – �
� ������� ���� ���
��  ��������	��� �����*���  ��� 

��!��; 

������������������������������������������������������������
30 ������
�	 �.?., ��������	 $.?., �������� �.$., E!��	
�	 Q.#.  ���	�. ?���������� ����-
�� ��������	��� D@>%�. – 3���	�: #��-	� �R >$A, 1998. – 64 �. 
31 J����	��� $.�. P�"#D@> – F��������� ������ 
��������� ��������	���// ����	
�<=� ��-
����  ��+��. – 1992. – � 5/6. – ". 118-125. 
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##" (���

���!�
)��� ����!�����
)��� ������	�) #3"D@� – �����-
��	����� ����� ���������  ��
��� ���

���!�
)��� �����	�� ��������<-
=� �����. 

 
8.2. �%(:�=+���K(�> &*�'� / &+���+��� /(&+��'�(+��K(%;% &��,&+-
�� ��� ����	 
 
$������!�� ##" #3"D@�. "����� [24] �������	��� �� �������	� 

�����(����� ����� Windows. %�� �������!�� �������	
��� ����� �����-
����!< ���!��!�! ����������� ���!
��. @�� ���!
) �	
����� ����������  
����	����� �����. &��� ���� �����	���!< �����! ������, 	���
���� �!��-
( �������!<=��� (�����  �������	���: �	����������� ����
<����  
�������(< 	��� ��!�� ����������� ���!
��; ��������!< ����!��! ���!-

��; �������! !���	
��� �� ������ ���!
� � ��!���!; ������(���!< �	��) 
��*�! ���!
��; ������
) ����������� 	���
���� ����������� ���!
��. 

��� ����
)��� ����������� ���!
 �	
�<��� �������� ����
<���-
��� (�
����). ?� ��������< �
���� ��������
�<��� �� �!��(���
)��� 
���!
, ���!
 �������� ������  ���!
) ���

���!�
)���� ��������� � 
��
)��	���
�� (��. 8.1). L!��(���
)��� ���!
 ���
�!<� ����
)��� ���-
������  �!��( �����	����� ���

���!�
)��� �����, 	�
<��� ���
���� 
�������  �
������ �����	��� ��������	��� ������	. 3��!
 �������� 
������ ������ ���
���� ������(����� ���!��!��, ���
)�!���� �� ����-
��. 3��!
) ���

���!�
)���� ��������� �������	��� �������	��� 	����-
�����	� � ��
)��	���
�� �� ����������� ������	����� �����. 

@���	��� �	�� ��*�! ����������� ##" #3"D@� �������	
��� �� 
��. 8.1. 


�����%��"�� "����

3��!
) ���������
��
)��	���
�

3��!
 ��������
������

L!��(���
)��� 
���!
 

���� �����"�

�
��

��
$
��

�

�(+��=��+�+%� 
�%'�(, 

%�&��"��
�������

'�
�	

��
��

�
��

	�
�


�����������

W
in

do
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���. 8.1. ��������� �!�"� //� /3�6'� 
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&��� ������ � �
��� �����!��(, ������������� �������� ������, 
���
(� ���	
  �����*��� ����
<������ ���!
��. 

�
�� �����!��( �������	��� ������� ������( � ���!=�� ����-
�!��( ���

���!�
)��� ������, � ��
� ����
<������ ���!
��, � ���-

��	����� 	 ������ �����!��( �!��(���
)��� ������  � ���!����, �-
��
)�!���� �
����� 	 ���(���� ������. &��� ���
)�!�� �
�� �����!��( 
�� ����
)��� ����!���, �(�
��( ������ ����, 	 ���(���� ����
<���� 
�
����	, �� ���� 
�� �������� ������� 	 ���!=�� �����!��(, � 
���*� �� ����!�� � ���
)�!���� ���!����. �����!��(� ����������� 	 ��-
��
)��� ���
�  ���
)�!���� �
���� �����!��( �� �����*�� 	���� ����-
�� ������. 

���������� ������������ �������� ������ ������������ �
� �������-
���� ���
�� ����!��<=� 	 ���� ������, � ������	�  	������� !���	-

�<=��� 	�������	� �
� ������� !���	
��� ���!
<, 	���
��<=��! �!��-
(, �������	
����� ������ �������. %�
 �����
)�� ���!
�� ����������	�-
�� �
� 	���
���� ����� �������� �������, �� ������������ ������ 	��-
���� ����
�� �������=!< ���
���	���
)����) F����	 �� 	���
����  ������-
�� !���	
��� �����! � ���!
��-�����������	 �� �� 	���
����. ?� ����!�-

�� ���������� �������, ������������ �����!�� ��  ������ ����	����-
	!<=�� ����=��� 	 �������� �������
 ������. 

'��
(� ���	
 ��������� �� ����	� �
��� �����!��( �� ����
)��� 
F���� ������  ��*�� ������)�� �� ����	� ���!=��� �������� ������ 	 ���-
(���� ������. 

3����*�� ����
<������ ���!
�� �	
����� ����	��� �����	!<=�� ���-
�������� ����. @� �������	��� ����!��!  ����
<���� ��������� ����!-
*����� ����������� ���!
��, ������
) �� ���!
�� 	 ���(���� � ������ 
-
�� 	 ��*�� ��
���  �������! !���	
��� ���!
<, ������� ���
�!�� �����-
�!, ����!�	+!< 	 ������������ ������. ?� F��� ������(< � ��
� 
����
<������� ���!
�  ����	����	 ��� ������
����� �������, � ���*� ��-
���������) �(�
��( ����	����	!<=� �������� ����������  ���-
����	 �
���	 �����*�� ��
!����, ����	����	����, � �
��� �����!��(  
���
(� ���	
. 

��� �
���� �����*�� ���(�
)��� �
�� �������( 	 ����, �������-
��� �
� �	������������ ����
<���� � �����	����� ���
����� ���

���!-
�
)��� ������. %�
 �
���! 	 ���(���� ������ ����!���� !�����	
	��) ��*-
���!
)��� �	��, �� �� ���
)�!�� ������� ����. ?� ������! 	���	� �����*�-
��� ���!
�� �
���� ��������
�<��� �� �
��!<=� ���: 

1) ���!
, ������<=� �	�������; 
2) �	��� 	 (������ 	���
������ ���!
��; 
3) ���!
, ������<=� �� ���(�! «��� � ���*���	�». 
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?���������� ���, �����*�=��� 	 ��
� ���!
� ���	��� ���, ���������-
��� �
� ���!�
�	���� 	���
���� �������� ������� ����	��� �� ��!�(. 
?� �������( �����
)�� �
����	 (��. 8.2) ������� ��� �� ���! �����-
�!< ������! !���	
��� 	� 	���� ������ ���������� ���! ���!
<, ������� 
����������	�� 	 �
��� �����!��(  ����
<������ ��������	�� �
��� ��-
������ �� ���!��� ������. ��!�� �
���� ���	��� ��� ���!� ���) ���!-
=��� ��
)�� �!��� �	���� ������� � �����*��! ���!
��. 

>��!
)��� 	���
���� ���!
�� 	������ ��� ��	�� �� �������� ������ 
 ��*�� ���) ���
����. 3��!
 ������� ��� ���
)�!<���, ��
 ����!����, 
����� �����-
�� ������� 	���
��
��) �����
)�� ��� ���
���� ��������. 
� F��� �
!��� 	���
���� ����	����	!<=�� ������� ����	����� ���!��	�� 
�� ��
!���� ���� 	��	����, ������<=��� ��	��+��� (�����, 
�� �� ��	��-
+��� ������ ���
������ ����
<������� ���!
�, �������	
������ F��� �����-
��. ?� ��
� �����
)�� ���!
�� ����)��� ���, ����������	����� �� ��-
�! ������!< ������!, ����	����� 	���� ������ � ��  �������� !���	
�-
�� 	��������! ���!
<. ����� ��!=���	
����� �!��� 	���
���� ���� +���	. 
?������ � �
��!<=��! +��! ��!=���	
����� 	 ��� �
!���, ��
 ������!=� �� 
��	�
 � �����������! ������
��< ���
���	���
)���� F����	 	���
���� 
�������. � ���	!< ������) ����	����� ���
� �
��� �����!��(. %�
 	 
��� �	��� ������� �� ��!=���	
��� ��	���� ������ � ���!
�� � �������, �� 
�
� 	����� ���!
� ���
)�!���� ���
(� ���	
. %�
 � �� ����=)< ��	����-
*�� ����������� 	���� ���!
�, �� ���� ������!�� ������!< ������! 	����� 
���!
�, 	���
����!< � ����=)< ���(�
)���� �
����. ������ �
��� �����-
���� ����������	���� �� ��������	�� ���
����� ���

���!�
)��� ��-
����,  ����� 	����� ��	��� �� ��+����� �����. � �
!��� ��!���+���� 
	���
���� F���� �
���� 
�� �� ��� ���!���	, ������ ������� ���(�
)-
��� ���� ��
���  ��������	
��� 	����*����) ��
)���+��� !���	
��� ����� 
	���
���� ������� ��
)��	���
<. 
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@���	��� !���	
�<=� F
����� �
���� – ����������� +
<�, �������-

	�<=� ���������� 	���	� ����������	����� �������� �!��(�, ����-
������ 	���
��� ����!����� ������ ������	��� ����� �
� ������� �����-
��� ���!��!� ������, �������! ���!
)����	 	���
���� ������  	��	��� 
!���	
��� ���! ������ ���
� ��	��+��� 	���
���� �!��(, ����	����-
	!<=�� ������! �
���!. 

?� ����= ���
( ������ +
<� ����=��� ���! 	� 	���� ����
<���� 
���!
� � ���, ���� ����� �������� �!��( ���!
) ��*�� 	���
���). ?� 
!��
���< �� ����
<��� ���!
� ����� 	 ������	��� ����� �
� ������ 
�� �����	�!����. J���!*����� 
+) ���������� ����), � ����������� +
<�, 
	����=� 	 ���, ������� ����	����	!<=� ���!��!�� ������ 	 ����� �� ���� 
�����������. 

%=� ���� ����������) ���!��!�� �
���� – F�� ��
�� ���(�
)��� �
�-
	���� ����=���. @�����, ��� �� �������� ��	���� ����=��� � ���-
��������! ���!
< ����!���� ��
����)< ������) ����������� ��� ���!
� 

 �����) �����
)�� �������� 	������	 ���������, ���
)�!<=� ���
�-
��� ���� 	 �	�� ����=����. � ##" #3"D@� 	�� ����!
�( ����=���-
� ����	������ ����� �����! ��
������	, ������� �������	
�<��� ����=��� 
� �
�	���, ����	����	!<=��� 	��������! ����! ��=��� � ��
)��	���
��. 
����� �����  ����!��� ����	����	!<=��� �
�	��� ����	����� ����� ����-
�� 	� 	���� ����
)���� ���!���, ��� ���� 	����*����) �� ������) ������	-
�!< �����) �����
)�!���� 	 ������ ������ ������ ����������� �
����. 
����	
��� ��	�� �
�	���� ����	����� ���(�
)��� ���������� ����	��� 
���!
��  �� ������	��� � ����������� ���. 

3��*���	� ������ ���� �	
����� ������, ���������� �
� ���

���!-
�
)���� ���
�� ������  ����� �� ����	� 	�+���	������� ������	 �����	�-
�� ��������	��� ������	  	���
���� ���� 	���������
)��� �!��(�. P��� 
���� ��*�� ���) ����
��� � (�
)< ���+���� 	����*������ ##" #3"D@�. 
?� F��� �������	����� ��	��������) «�	���! 	��». P�� ��������, ��� �� 
����	
�� ���� �� ����!���� ��	������ ����

�(�,  ���
����� ������, 
����������� �� ����	� ��
�� ������� 	��� ����, ���!� ���
)��	��) ����� 
��������� �
���� ��� ����-
�� ���������. 

?���������� ���
��(�. � ���(���� ����������� ���
��( ##" 
#3"D@� ������
�) ��  ���(�� ���!��!�����, ��
�������  ������-
��-�������	������ ����������	���. 

�������� ����������� ����!�� (��
����� "++ �
����	, ���!
)-����, 
�������� ����
<������ ���!
-�
����, ����	�� ���!
) ���

���!�
)-
���� ���������) ��
!��� � ���
)��	���� ������ ����������	��� Bor-
land C++ Builder, � ���*� API (Application Programming Interface)  GUI (Graph-
ics User Interface) �����(����� ����� Windows. �
� ������� �����	��� 
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������	 ���
)��	�
��) ��
����� OpenGL, ��������	
�<=�� ������� 	��-
��*���� �� ��������! ��	���������  �������	 	 ���������� ����������	�. 
����������	� � ��
)��	���
�� �������	��� 	 	�� ���

���!�
)���� ���-
���������� ���������  ���
��	��� 	 MDI (Multi Document Interface) �����. 
�
� ���������� ����������� ������������ ���� ���+���� ����� "++ �� 
���
)��	�
�). 

��
����� "++ �
����	 ���������	��� � !����� ������������ �������-
������ ������	 �����	��� ��������	��� ������	  �����*� ������
��� ����-
	�� �������	, ������� ���!� �������� �����	��)��, ��������	��)��  !��-
��*��)�� �� ���� �����������. � ����	�� ��������� ������������ �����-
��, ���
)�!���� 	 �
������� (�������, 	������  ����(� ���
���� �-
��	), ���!��!���� F
������ ���� �����, � ���*� ���������� �����	����� �-
��

���!�
)��� ������. � ��������, ���

���!�
)��� ������ 	 (�
�� ��*� 
��������	����� ��� ����	�� ������. 

"������ ���
����� ���

���!�
)��� �����. ?��(��� ������� ��-
�
����� ���

���!�
)��� ������ ���
�� ������(  ������ ��+��� � 
���
)��	���� ##" #3"D@� 	�
<���� ������ F���� [24]. 

A� ���	�� F���� ��!=���	
����� ���������(�  ���!��!���(� ����-
��(, ���������� �
� ��+��� ����� 	 ������ ����
����� ��
���, � ���*� 
������
�<��� �!��(���
)��� �����	 ������  �� �������!�� �� ����	� 	�-
���� �������	  ������	 ��������	��� ������	, ����
�� �������=� �
� ��-
+��� ����� F�� �����. 

������ F��� ������ 	 �������	�� ����!���� �����!��( ���
����� 
���

���!�
)��� ������ �!��� ����
<���� � ���! ����	����	!<=� ���-
�������� ���!
��. ?� �����������, �� F��� *� F���� ����) ���!
�� ��*�� 
���) ����(��	��� /
 ���!� ���) ������� ��	�� ���!
 � !����� ���-
(�� ������ ����
����� ��
���. 

A� ����)�� F���� ���������  ���
��!���� ���� ������  ����� � (�
)< 
��������� ��+�<=� ���	
, ���
)�!���� �� ��������	�� ������	
��-
��� �
� ���
�� �������	. 

U��	����� F��� – F�� ��������
)��� ��������� ������ �
� ������� ��-
�����!. 

� ��	����� �� ��+����� ����� ������!�!<��� ���
����� ���

��-
�!�
)��� ��������<=� ������ ���
���� �����!��(. ?���������� ��-
���� �	
�<��� �������� 	 �
��� ������	���� ����=	��� � �!��(�-
��
)��� 	����*������ �� ���

���!�
)���! ���
�! ������(  ������*-
�� ������ ��+��� � ��������� ��	�� �������	, �
������	  �����	-
��� ������	. 

3�����
�������� ����	� ##" #3"D@�. #���
)�!<��� ������ �����	�-
�� ��������	��� ������	, �������	����� �� ������!< ����
) �������	
�-
�� ������  ����� (�
. 3), �
������ 	��	
��� ���������������, 	�
<��� 
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��������� 
������� �����	. ?����� ��+��� ����	��� �� ������� 
��-
��-�������������  
����-	������������� �������	 � �����	��! ��������	�-
�< ������	 � ��	
������ ���������  �����	��� ������	 	�!�
��( 
������(����� ���!��!�. 

 
8.2.1. ��%;��''(�> ����/$�:/> '�+%,%� %=��,���(/> ��&%�)*  
�%G00/:/�(+%� � ��� ����	 
 
>������������ 	 �
�	� 4 ������  ������ � ������
��< 	���	�� ��F�-

�(����	 �������	 ��
 ���
��	��� 	 	�� ���� �!��(���
)��� ���!
�� 
(�
����	) ����!�����
)���� ������	� #3"D@� 	 ����� ��������� Borland 
C++ Builder. 

��*��� �
��� �������	
��� ����� ��
����! ���������� �������	� 
(Dynamic Link Library – DLL). 

� ����	� ��������� ��*���� �
���� 
�*� ����	�� �
��� gakPlugIn, ���-

�!<=� ����� 	��!�
)��� �!��(� ������������ ��������� �
���� � 
�����. @� ����	��� �
���� ����*������ �
���-�������, ���
��!<=� ����-
������� ������  ��<=� �����	����� ������, ���
�!<=� ���������� 
�
������. 3����� �
����-������� �������!<��� �� ����= 	���	�	 
�!��( �������(  ���
� F���� �����	��� 	����*�� � 	���	 ����� ����.  

��*��� �
��� �����*� �!��(< �������( RegistryProc, ���������-
����!< �
� ����
)��� �(�
��( �
����, �� ������	�� �!��(�: 

RegisterPublishedMethod – !�����	
	��� ������� ������ �
����  ��-
���, ������� �!��� 	��	�� �� ���!��� F���� ���!
� �� ���
����; 

RegisterInputEntry – !�����	
	��� ��  ������ 	������� �������. ��-

����	� 	���	�	 F��� �!��( 	�!�� RegistryProc ����	����	!�� ��
! 	��-
��	; 

RegisterOutputEntry – !�����	
	��� ��  ������ 	�������� �������. 
��
����	� 	���	�	 F��� �!��( 	�!�� RegistryProc ����	����	!�� ��
! 	�-
����	; 

RegisterSignature – �����) �
����, ���
)�!���� 	� ���*��� ����
��-
��� ��!�(� ��*�! ���!
�� ���
���� 	����. 

"�������� ���!
 ��<� �� 	������ ������� (����(� Q, R, T)  �	� 
	�������: 	����� �!=���	����� �������	 ((�
���
�����)  	����� 	���	�� 
��F��(����	 (	�=���	�����). 

� �	�� � ���, ��� ������, ����	����� �� �!
)����*���	��, �����*� 
�� ������, ������� ���!� ���) ���
)��	��� ��� �� ����
)����, ���  	 ��	�-
�!�����, �
� ������� ������� ��
� ����	
��� ��
���	�� ����, ��<=�� ��
)-
��	���
< 	����*����) 	�����.   
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�
� ���� ����� ��������� �!��(���
)��� ���!
) ����
<��) � #" 
#3"D@� ��������� ����	�) ��� 	 ���
 �����!��( ������ � ����=)< 
���(�
)��� ���������-�����!������ (�� 8.3).  

 

 
 

���. 8.3. 
�����%���� ���$��""��$� "���� 
 

?� ���!��� ����!�����
)���� ������	� #3"D@� ���� ����� �����!��-
(����� ���
 ��
!���� ������(< � ���, ���� ���!
 ��
*�� ���) ���-
�
<���� � ������. J���� ! ��*���� � F�� ���!
�� �����+	����� �!��(� 
RegistryProc. J� ���������� �������	
��� ���!
�� ��	����� ���!
) �������-
�� ��
)��	���
�. 

 
8.3. ��+%,%�%;/> ��&=%$(���(/> &%&+%>(/< ,/(�'/@�&�/* %#A��+%� � 

/(+�����+���K(%< &/&+�'� IReDSS 
 

$��
� ?@ ������
, ��� 	 ������
����� �������, 	�-���	��, ��� ��-
����( �� ���
)��� 	���� (���
� 	 ��������� ������� ��
*�� ���) ���-
���� � 	�������� ����	�
�� ��
!���� ������( � ������� �@); 	�-
	�����, 	 ������ �> ��������	����� ��
)�� 
�� ���
�*��� ��� �� �����	-

�<=� (	 �.�., �
)���(�), 
�� ������ �������( (	�������	
��� ��	-
�����),  �� ��+����� �����	
����� 	 F��� ������ ������ ��������	��� ��-
������ �@. ?���������� ����
��� IReDDS32 (��. 8.4, 8.5) �� ��
)�� ���	�
�-
������������������������������������������������������������
32 ?���������� ���������� $.A. 3���	�(�	� 	 ������ ������� >LL# � 09-01-99014 �-��. 
"��� ������������ ����
���� ����!��� �� �����!: http://redss.tom.ru 
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�� ��� 	��+���
)��	� 	 ������� ��� ���+���) ���! ���
)�!���� �
����-
��	, ��  ��+��� ����� ��������	
��� ��
)��	���
< ����!������� �
� ��-
������ ���
)���� 
 ����
)���� 	��������� ����; 	����� ����
 � �!=���-
	!<=� ���(������	; ���
)��	��� $
>, �������	����� � ���������� ��-

���, 	����*���� � �������	���; �������� �
������	 ���
�� �> �� 
����	� ������	 ������� ���
<������ �
!������ ���(����	; ��������, ���-

��  �������	
��� ���!
)����	. 

� ��
�� �� ����(����� ##", ��������
�<=��� �� ������, ��+�<-
=� ����� ���
��,  �� ������, ��+�<=� ����� ������, ������ IReDSS 
��������� 	 ����  ����������) � ���
�! (���������	���  ���������(� 
������, ���������, ������*�� ������ ��+���)  � �����! (!���	
���),  
��*�� ���) ���
)��	��� �
� ��!����, ���������, ���������	���, ���-
��� ������� ������ 	 	�� 	�������� ����	, 
 	 	�� ����( ����� (���-
���� ������-������).  

?���������� ���-
�
��� IReDSS, ���-

�!<=� ������ 
 ���
�!<=� � 
�
������ �����-
���	��� �������� 
�@ [83, 146], ���� 

��������
���!< 
�������!�!. A� 
������� ���	���, 
���	����	����� ���� 
������ (	 ������� 
������� ����� 

����
��	���), 
���*���	� $
>, 
	���
������ 	 	-
�� ����
<������ 
���!
��, 	 �����	 
����
���� 	���� 
WEB-�
���. � 
���	��! ��*�� 
����
<����� � 
�������� ��
�-
*���, �
� F���� 
����!��� ����� � 
���������� 1  
2, � ����=)< ����-

ReDSS 3!%����
��!"������!"�.%� 

)�%!�$��%+ 

�!���!"�&4 %����*�4� �������

�����*�4� ���!����(� ���%-���4���%+ 
1�

2�

ReDSS Web 
3!%����

ReDSS �����

���� ����&/. 
�����%+ 

-���!%�����%+ 

�!(��%�-& 

�!(��%�-& 
���)�������%+ 

�%!"��& 

,���!" (�!������%+ 

1� 2�

2�
�����*�4� 
���!����(� 
���%-���4���%+ 

�����*�4� .���!�(� 

�����*�4� -���!% 

1� 3�
�����*�4� 
���%-���4���%+ � 
�!(��%�-�-% 

�
���. 8.4. B���-�!�"� ���$��""��$� ��"�������
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��� ��*�� ����	�) �	�� ���!
) (����
)�!< ��
����!) 	 ����
�� �
����-
��	.  

3��!
) ���� ��������� (��� 	������  	������� ������). '� ���!
� 
��*�� ���) ����	�
)���  �������� ��� ������������ (��������	���
), 
�
)��, ��������� ����, ���!
) ��
���	���  �.�.). ������ � �����!��( 
���!
��, ���������, ������<��� ���	��! 	 	�� ����
 (��. 8.5). 3���
) ����-
���	
��� ����� ��

��(< �����, ��*��� � ������� �����*� ������(< � 
�
��� ����
  ��� �	��. ��*���! ����
<������! � ���	��! �
���! ����	��-
��	!�� �	�� F�����
�� ����
. D<��� ������� 	 ���!��!�� ����
, 	���
-
������ ��
)��	���
�� 	 �
������� ��
�*��, ����*�<��� �� F�����
���, 
��������� �� ���	���. ������		 ���������� ������� ���������	 ��*���! 
���!
<, ��!�	 ���!
, ����!<=� ��!����, ��
)��	���
) ��*�� �����) ���-
(��� ����
��	���. 

                                                                          �) 

R�

��;��#+0 
�$!)�*"$�$"#& 

R�

��;��#+0 
�$!)�*"$�$"#& 

F�

<#�:+� 

G�

��"��$+�� 

����!"���& -���!%�����%+ 

� ��#�"+-)�#��3�"#> 3 )��.!6#��-&- -���!+- 

 
�"+��7�-!2 
�9$��""�;� 

�*$#0�9�-!+�#& 

 
���/$�:"2� 
#"+��7�-!2 

 
�"+��7�-!2 

�*$#0�9�-!+�#& 
! $�;��#+0$0# 

7��� ������� 

��9��: �$+$��; 
$�;��#+0�� 

'$;��*4#� 
)��.!6#��-&/ 

0�9���- 

� /$*� 9$""28 
�)

 
���. 8.5. B���-�!�"� ������� �) "����� � ��������" ��&����� � ������ "��� 
��"�, ������$ ��$����"�� � ��#��"����� � ������%����! "����!; �) ���-

"�� "�����: ��������� ������ "����� ��!�������� � ���� �����! 
 
?���������� ���
��(� ����
����. �
� ���
��( ����
���� ��
� 	�-

����� �
������� Microsoft.NET, ��<=�� ��������-�������	���!< ������-
�!�!, �
� ������*� ��������
����� ��
�*��� - Microsoft.NET Remoting33, 
���	����� ������� ��
�*��� 	������ �
!*�� Windows. 

3�����
�������� ����	� ##" IReDSS. #���
)�!<��� ������ ���� �-
�����(, ���� 	�����������  ������������� �������, ���� ��������-
	��� ������	 (	 ��� ��
�, �����	���), ������ ��
������ �����, ��	�� 
������������������������������������������������������������
33 3��
� "., A����
 �*., �
)��� �. 315 Microsoft .NET Remoting / ?��. � ���
. 3.: #�����
)���-
�����	�� ��� «>!����� >����(�», 2003. – 384 �. 
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�
������ 	��	
��� ��������������� �� ����	� ����=����� F��
���	, ����-

�� �	���������  ���������� ����, ����
�� ������ F�������
�(. ?���-
�� ��+��� ����	��� �� ��

���	��� ���
)��	�� 
����-������������ 
���	
  ������(����-	������������. 

	�����. ?������	
��� �	� ������(�����  ����������� ����
 �� 
����	� �������������� �������� �
.2-7 � (�
)< ��+��� �
��������
��	��-
��� �����. A����! � �	������ �� ���! !���+�� ��+����� ����� ##" #3"D@� 
�������	
��� ��	�� ��������
����� ������(����� ������ IReDDS �
� �	-
��������	����� �������� �> ��� ����
 �
�*���� ����������� �������, 
�!��(���!<=��� 	 !�
�	�� ��������
�������� (��������������, ����-
������), ������������� ����
) �������� �	
����� �������� (
 ���	������).  

A� ����	� IReDDS �������������	��� ����������������) ����
)��� ��-
��
�� ��������	��� �������� ����������� ������� �� ���
)��� 	���� � 
��
)+�� ����������)< �������� �������	��� ����������	�. A� ���������� 
���
����� ������� �� �� ����	� �!���� ��	�����  �	����	� �������	 �
��-
����	 ��������	��� �� ���
���� 	���(�� �����	������ +!��	  	�
-
�� ���������	 ������(, � �����: ��
���	��� 	����  F�����	����) 
��������	��� �� ������ ����	�
�	 ��������(, 	 !�
�	�� ������ 
������	 	����� ������ �������	��� �������	, 	��	 ��������
���  
������ +!��	. 

>��!
)����, �������	
����� 	 8-� �
�	�, ��!�
��	��� 	 ������� [20, 24, 
145, 146, 174, 175]. 
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«	"���� ����%������ � $��"���� "� ����" ������, ��� �� �������" 
���� ����, 2����������� ��������, ���������� �� ��� ����)�" �������-
����� � ��� ������������ ���������» /#.>. ?���*�/ 

 
	���� 9. ��Q���� ��������EJ ����� 
 
� �
�	� ��������	�<��� ������ �����, 	 ������� ���
)��	��� �����-

�������� 	�+� �������	  ���
�!<=� � ������	  �
������	 ��������	�-
�� �������� �@ (�
�	� 2-5), ��������!�( ��+!�
����� ��������� ��-
��	 �	
����� �!=���	����� 	 � ��+��: 1) ������ ��������� ����
 ��-
�
<����
� �� �����	��� !���	
�� F
��������������� ��������; 2) ��-
���� F��
��������� ���������	���  ���������	���; 3) ������ ����
��-
	��� �������� �����	)� ��(���� � ������
)��� ������ �
� �(���  ���-
����� ��� ��������; 4) ������ ����������� ���	������ ������� ����!��	 	 
����� ������ �� ������ ������ $#"34 «'������� ���!���»  «q�� ���-
��	» [62, 63]. 

 
9.1. ��/���,(�> $�,�@� =%&+�%�(/> '%,��/ (�#�L,�+��> =�/ �,�=-
+/�(%' �=�����(// G���+�%'�*�(/@�&�/' %#A��+%'  
 
� ���
����� 	���� �����
��) !�����	�� ���+���� ��
��� ������-

�� ��������-���!
�!���� ���������� ��	���	 	 ���
���� �����+
��-
��� ��������� [61, 69]. P�� ��!�
�	
��� ����� ��������, 	 ��� ��
� 
��*���� ������
��� F���� �� 	������ ���� F
�������	���	. � ���-
� ����=������ F
����������������� ���������	���
� ��
!���� !��	���� 
����� ���������� �	����
�� ($�), ������ � ���
)��	��� �
� �������-
�� ��������� ���
<����
�� ��������  �������� ��	�� �
������	 
!���	
��� (��������� ������*��� !���	
��� [134], ������������� !���	
�-
�� [70]  ��.) ����
�	����� �� ��� ��!�������, �	������� � ������������� 
��������������)< ������	 �������( �������	 �� ����	� ����� ��
���-
��� �������(�
)��� !��	����. 

@�
���
)��� ��	
�����
)��� ������ ���
�������� ������!��	��� 
�������	����� ���!
�����	 ($�$>) �	
����� �� ��
)�� ��	��=��� ��+��� 
����� !���	
���  �������( ���������	 	 ����	����	 � ���(��!��� 
!��������� ������, ��  ��
����)< ���
����� ����������� ���(��!�� ��-
���� ���
<����
�� �������� ��������, ���������	 �@  	��+�� 	���!=�-
��. >�+��� ����� ������ 	������� !��	�� �
�*���� ��������� ������!�-
�� �	������ ������� �!=���	!<=�� ���� !���	
��� [105, 106, 158]. 
������������������������������������������������������������
34 J����� ��+�
��) 	 ������ ������� >LL# 97-05-64022-� «#��
���	��� ���(����	 �����-
�����( ������������ 	�=���	� �����	» (D.#. #�+�	�, @.�. "�	��	�, ".#. ?����	� (��-

�����	�), '.�. ������)�	�) 
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"��
���� $�$>, �� ���	�� F����, �����, ��� 	�� ���������� �������� 
����!��� ������<, ����
������� ���(��!�� ������ 	��������� ���!
�����, 
�������	�<=��� 	���
���� ��������� �����	��� 	 ����� �	������	. 
'��, �
� P3" $� ��<��� �	� ����
� !���	
���, ������� ���	�
�<� �����-
��	��) �
��!<=� �	������: �����
������� – ������!< ������! 	��=��� 
	�
�,  F
������������� – ���������	� �������(��
��� ������. ��!�� �
�-
	��, (�
)< !���	
��� �	
����� ������*��� �������� ������� 	��=��� �� 
�����
)��� ������� �������� (�� $�.  

"���� ���!
����� 	���
������ � ���
)��	���� ���+������ ����
 
$P?, �������	
����� 	 ������ ��������, 	��=�<=���� � !�
�	�� ��������, 
��	��� ������� 	��=��� ��
� ������  �������	����� �� �����	
��< 	��-
���� �������(��
��� ������. 

?��(��!�� ������ ����������� ���
<����
� �
� $� ����	����� �� �	� 
F����. A� ���	�� F���� ������
�����, ��� 	 ������� � ������� 	����� ���!� 
������)�� ���� ���������, ��� ���	��� ������	
��� �������  ������, � 
���*� ������ ���������� ����!�� �� 	�
! �	����
�. '����, 	 ����	����	 � 
������� ������ ��������� ���!
�����	, 		����� ���	�� ��	��!�����) 
�����������, �� ������� �������	����� ���
<���� �������� ���������	 
$�. ?� F��� ����
������� �	� ������� ������ ���
<����
��: �� ���	�� ���-
���� �� ����!���� ��������� ����
���
)��� ���
<����
�� ����	�����, �� 	 
��*� 	���� ������
����� 	���
��� ������
�	 	 ���
������� 	��, ��� �� 
	����� 	����*��; ���(��!�� ��������� ���
<����
� 	����� �������� ����-
��
)�� ���=�, �� 	 ���
)��� ������� ���!� �����	��)�� �+�� 	���
��� 
���
)�!���� 	 ��� ����	����� ��������� ��������. 

?�	����� ����� ��������� ���
<����
� �
� ������ �����	���� 
!���	
��� �
� ��
������ (	 ��=�� 	��) ������������� ������ �� ����	� 
����� � ������� ������� ��������� ����������. �
� ��������� ����-
	����� �������� ���
)�!<��� �	� ����
 (�
. 2, �
������ 2.7  2.8) � (�
)< 
��
���	��� �� ����	� ���(������ ����
��	��� � ����������
)����. 

 
9.1.1. ��,�@� �=�����(/> / &/(+�$� (�#�L,�+��> &%&+%>(/> (��/(�<-
(%;% G���+�%'�*�(/@�&�%;% %#A��+� (� %&(%�� '%,��/ &%&+%>(/> 
 
3������������ ����
) $�  �������	�� �����. ?� ������
����� ��-

�!=���� ����
) ����������� �	*��� $� ��*�� ���) �������	
��� �
�-
�!<=�� ������� !��	���� [61, 69]:  
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� � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �

� � � � � � � �

( ) 1 ( ),

( ) 1 ( ) ( ),

( ) ,

( )

sx
sx e sx r r rx r p r ry k sy

e

sy
sy e sy r r ry r p r rx k sx

e

rx
r r sx r rx k ry p r ry

ry
r r sy r ry k rx

di t U t R i t K A t K z t t t i t
dt L

di t
U t R i t K A t K z t t t i t

dt L
d t R K i t A t t t z t

dt
d t

R K i t A t t t z
dt

g � g �

g � g �

g g � g �g

g
g � g

8 9� � � � �< =

8 9� � � � �< =

� � � �

� � � � � �

R T � � � �

� � � � � � � � � �

,

( ) 1 ( ) , ( ),
( )

3 ,
2

p r rx

r r
� C r

r c

� r p rx sy ry sx

t

d t d tM t M t t
dt J J t dt

M t K z t i t t i t

�g

� $ �

g g

� � �8 9< =�

8 9� �< =

 (9.1) 

��� 
2
m

e s
r

LL L
L

� � ; � �2
e s r rR R R K� � ; m

r
r

LK
L

� ; r
r

r

RA
L

� ; 

� ������ !��	����� ������ �
��!<=� ����������: ������ «rx», «ry», 
«sx», «sy» ���
)��	��� �
� ���������� ����������� ���� ������  �������, 
����	����	����; sR , '

sL  – ������	
���  ��!��	����) �������� �������; rR , 
'
rL  – ��	������� ������� ������	
���  ��!��	���� �������� ������; 
mL  – 	������!��	����) ������� �������  ������; sL , rL  – ��
��� ��!�-

�	����) �������  ��	������� ��!��	����) ������, '  s s mL L L� � , '
r r mL L L� � ; 

( )sxU t , ( )sxi t , ( )syU t , ( )syi t  – �����*���  ��� ������� �� ����������� ����  
 ; ( )rx tg , ( )ry tg  – ��	������� �������(��
��� ������ �� ����   ; ( )r t�  
– ����������� !�
�	�� ������� ������; ( )�M t  – F
������������� ������ �	-
����
�; pz – ��
� ��� ��
<��	; rJ  – ������ ���( ������ �	����
�; ( )cJ t  – 
������ ���( ����������� ����!��, ��	������� � 	�
! �	����
�; ( )cM t  
– ���������� ������ ������	
��� �� 	�
! �	����
�; ( )r t$  – ����������� 
!�
�	�� ��
�*��� ������. 

>�������� !�
�	� ���
���	������ ����������	������ �����
�*��� 
����������� ���� � �, x y  � ������(�� �������(��
��� ( )rx tg   ( )ry tg , ���	�-

�<=�� �������) ��
� ���������� �������� 	 ������� !��	�����: 

 � � � �
( )

0,  0,  ( )ry
ry rx r

d t
t t t

dt
g

g g g� � � , (9.2) 

?�����	� !�
�	� (9.2) 	 !��	���� (9.1), 4-� !��	���� � (9.1) ����� 
	�: 

 � � � � � � � �0 r r sy k r p r rR K i t t t z t� g �g� � � , (9.3) 
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������ � !��	���� (9.3) ��������!< ( )k t� , ������	� �� 	 !��	���� 
(9.1), ��� F�� ���������� ���!���	!��. 

� ��
)���+��, �
� �������( ������ !���	
��� $� ���!=�� ������� 
!�
� ( )k t$  ��	����� ����������� ������ � �, x y  	���
����� 	 ����	����	 � 
!��	�����: 

� �
( )( )

( )
r r syk

p r
r

K R i td t z t
dt t
$ �

g
� � . 

?����� 	� 	����� �
��!<=� ����������: 
� � � � � � � � � � � � � � � � � �1 2 3 4 5, , , , ( ) , , , , ( )

TT
sx sy r r rx t x t x t x t x t x t i t i t t t tg � $8 9� �8 9< = < =  – 	����� 

�������� $�; � � � � � � , 
T

sx syU t U t U t8 9� < = – 	����� !���	
�<=� 	�������	�, ��-
���! !��	���� (9.1) ��*�� ������) 	 	��:  

� � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � �
� � � � � � � � � �

2
1 1 1 2 2 3 3 4 2 4 5

3

2 2 2 1 6 2 7 4 3 4 1 4 5
3

3 2 1 8 3

4 9 10 3 2 10

1 ,

1 ,

,

( ) ,

sx

sy

c

t a x t a x t a x t a x t x t a U t
x t

t a x t x t a x t a x t x t a x t x t a U t
x t

t a x t a x t

x

x

x

x t a a t x t x t a t M t

�� � � � �

�� � � � �

� �

� �

�

�

�

�

, (9.4) 

��� 1
e

e

Ra
L

� ; 2 r ra K R� ; 3
r r

e

K Aa
L

� ; 4 pa z� ; 5
1

e

a
L

� ; 6
e

e

Ra
L

� ; 7
r p

e

K z
a

L
� ; 8 ra A� ; 

9
3
2 p ra z K� ; � �10

1
( )r c

a t
J J t

�
�

. 

"��	��� ������ ������ !���	
��� 2u R� , ��� �!��( �������� ��-
������, �������	�<=��� �����������!< !�����	���) �����!��� ������ 
�������
)�� ����������� ��������, �	�������� !�
�	�� 	���
���� ��-
������ ��*��	, � ���*� ��������� ���
<����
� �
� ���������� ( )r t� . 

 
9.1.2. �/(+�$ (�=���)�(%;% ���+%�(%;% $��%(� �=�����(/>  

�&/(*�%(()' ,�/;�+���' 
 
"��
���� F����� ������ $�$> 	������ �����! �	�����: 
� �����
������� �	����� – ����
��(� ������� 	��=��� 	�
� �	-

����
�: 
 4 40 0x x� � ; (9.5) 

� F����������� �	����� – ������*��� ����������� ������+��� ��-
*�! �������� �������, �������� 	��=��� ������  �������� �� 	�
! �	��-
��
�, ������� ��������� ������*	��) 	 ������: 
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2 2
3 30 0x x� � . (9.6) 

"
��!� $�$> �� 	�������� !���	
�� �����
� ���
)�!���� ����

�
)-
��� ��	��!�����) �	�������� ����������� g (��	����	� �!
< ������� g=0 
�������	��� ����*��� �����	
����� (�
��, 
 �	������	), � ����� ��!-
=���	
����� ���
���	���
)��� ����	�� �����*�<=�� ���� �� ������ ����-
�	�<=��� ����������� � ��!���! 	 ����	����	 � ���(��!��� ������ ���-

������ !���	
���. 

A� ���	�� F���� ������ 		���� ���	!< ����

�
)�!< ��	��!�����) �	�-
������� ����������� (	����� ����� !����	��� ����� F���� ������): 

 
(1)
1 1 1 3 4

(1)
2 2 2 3 4

( , ),

( , ).

x x x

x x x

g C

g C

� �

� �
 (9.7) 

3�������������� (1) (1)
1 2,g g , ��
*�� !��	
��	����) ����	��� �!��(�-

��
)��� !��	�����: 

 
(1) (1) (1)
1 1 1
(1) (1) (1
2 2

)
2

0,

0,

� g

�

g

gg

� �

� �

�

�
  (9.8) 

������� �� (1)
1 0� � , )

2
(1 0� �  �	
�<��� !��	����� P�
���-D�����*� �����-

��
)�� !�����	�� F�������
��, �����	
�<=� ���!� �� ���������� �	-
*��� �����!��� ������ �����	�*��<=��! ������!<=��! �!��(���
! 
	��: 

� � � � � �� �2 2 2 2(1) (1) (1)

10

,  1, 2i i i
i

@ dt ig� g
"

�

� � ��S � . 

����	�� ��F��(���� (1) (
1 2

1),  � �  ������
�<� ����	����� 	���� �	*��� 
�����*�<=�� ���� ������ �� ���������� �����������  �	
�<��� ����-
������ �������� ���!
�����. 

?�����	� 	���*��� (9.7) 	 !��	���� (9.8)  � !����� (9.4), ��
!����: 

� � � �

� � � �

2 1 1 1 1
1 1 2 2 3 3 4 2 4 2 1 8 3 9 10 3 2 10 (1)

5 3 3 4 1

2 2 2 2
2 2 1 6 2 7 4 3 4 1 4 2 1 8 3 9 10 3 2 10 (1)

5 3 3 4 2

1 1 ,

1 1 .

sx c

sy c

xU ax a x a x a x x a x a x aa x x a M
a x x x T

xU a x x a x a x x a xx a x a x aa x x a M
a x x x T

C C C

C C C

0 1b b �
� � � � � � � � �2 3b b4 5

0 1b b �
� � � � � � � � �2 3b b4 5

. (9.9) 

� ���!
)���� �������� �����*�<=�� ���� �� ����

�
)�!< ��	��!�-
����) ����������� (1) 0, 1,2i ig � �  �������� ���������� ��������(� 
�����!��� ������ «$� – ���!
����» (9.4), �����*���
)�� ���������!���� 
��� �
��� ��+���, ������� !��	
��	���<� �������� (�
�	�� ������������ 
(9.7). "��
���� ����!
�� (9.4), (9.8), (9.9), ������ ������ (9.4) �� ��������-
� ����������� (1) 0ig �  ����	����� ����������	����� ����
)<: 
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 3 2 1 8 3

4 9 10 3 2 10

,
.c

x
x

a a x
a a x a M
C

C
� �

� �

�

�
 (9.10) 

����	
��� (9.9) 	 $�$> ���������!<��� ��� 	��+�� !���	
�<=� 
	�������	�. ��
��� 1 2,  C C , ���
�*�=� ������
��<, ���������!<��� 
��� 	�!������ !���	
�<=� 	�������	� �
� ����������	����� ������ 
!��	���� (9.10). 

A� 	����� F���� ������ 		����� ��	��!�����) �	�������� ���������-
�� �
� 	�!�������� !���	
���, �����	��� � ������� �����!
��	��� �	�-
������ (9.5, 9.6): 

 
(2) 2 2
1 3 30
(2)
2 4 40

,x x

x x

g

g

� �

� �
 (9.11) 

3�������������� (2)
1g , (2)

2g  ��
*�� !��	
��	����) ����	��� �!��(�-
��
)��� !��	�����: 

 
(2) (2) (2)
1 1 1
(2) (2) (2)
2 2 2

0,

0,

� g

�

g

gg

� �

� �

�

�
 (9.12) 

������� �� (2)
1 2

(2)0, 0� �� � ,  �	
�<��� !��	����� P�
���-D�����*� ����-
���
)�� !�����	�� F�������
��, �����	
�<=� ���!� �� ���������� 
�	*��� �����!��� ������ (9.10) �����	�*��<=��! ������!<=��! 
�!��(���
! 	��: 

� � � � � �� �2 2 2 2(2) (2) (2)

10
i i i

i

@ dt� gg
"

�

� ��S � . 

����	�� ��F��(���� (2)
1T , (2)

2T  ������
�<� ����	����� 	���� �	*��� 
#' ������ (9.10) �� ���������� �����������  �	
�<��� ���������� ��-
������ ���!
�����. 

?�����	� 	���*��� (9.11) 	 !��	���� (9.12)  � !����� (9.10), ��
!��-
��: 

 

� �� �
� �

� �
2 2 2 (2)

1 8 3 30 10 2 4 40
1 2 (2)2

2 9 10 33 1 2

2 1
,  .

2
c

a x x a M x x
a a xx a

� �
C C

��

� � � �
� � . (9.13) 

A����� ������� ����	����� �� 1C   2C : 

 � �

2
1 8 30 1

(2) (2) 2
3 2 1 2 1 2 3 4

(2)
10 2 4 402 2

(2) 2 2
3 2 9 10 3 4 2 9 10 3

1 , 0,
2 2

1, .c

a x
x a a a x x

a M x x
x a a x x a a x

C C
� �

�C C
� �

b b
� � � �

b b

� �b b
� � � �

b b

 (9.14) 
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?�����		 	���*��� (9.13), (9.14) 	 	���*��� �
� !���	
��� (9.9), ��-

!�� ������ !���	
�<=� 	�������	�, ������� 	����� � !��	����� (9.4) 
�����!<� ���!
���� �
� ������ (9.1): 

 

� �

� �� �
� �

� �

2
2 8 30

1 1 2 2 3 3 4 2 4 2 1 8 3(2) (2) 2
5 3 2 1 2 1 2 3

2 2 2
1 8 3 301

(1) 2(1)
5 1 2 3 1 1

(2)
10 2 4

2 2 1 6 2 7 4 3 4 1 4 2 1 8 3
5 3

1 1 1
2 2

2 11     ,
2

1 1

sx

c
sy

a xU a x a x a x a x x a x a x
a x a a a x

a x xx
a a x

a M x
U a x x a x a x x a x x a x a x

a x

� �

�

� � �

�

0 10 1
� � � � � � � � �2 32 32 34 54 5

0 1� �
2 3� �
2 3
4 5

�
� � � � ��

� �

� �

40
(2) 2
2 9 10 3

(2)
10 2 4 409 10 3 2 10 2

2 (1) (1) (2)
5 2 9 10 3 2 9 10 2 2 3

1     .cc

x
a a x

a M x xa a x x a M x
a a a x a a x

�

�
� � � �

0 1�
�2 3

4 5
0 1� ��

� � �2 3
4 5

, (9.15) 

 
9.1.3. �%(&+��/�%��(/� (�#�L,�+��> @�&+%+) ���F�(/> �%+%�� 

�&/(*�%(()' ,�/;�+���' 
 
>�������� �����! ������ ���
<����
� �
� �(��� ����	�� ���������� 

4( )x t  (������� ( )r t�  	��=��� ������) 	 !�
�	�� ���(�������� ���������	 
( )C CJ t J�   ( )C CM t M�  ����������� ����!�� $�. 

#���
)�!� ����� $�$> [70], �� ��
! �(��	����� ���������� �������� 
4( )x t  		���� �������������!< � �tg  

 � � � � � �1 2 3 4
ˆ, , ,t x x x x tg @ @� � , (9.16) 

!��	
��	���<=!< ��+��< ����������� �������(�
)���� !��	����: 

 
� � � �1 0L t tg g� � �� , (9.17) 

��� L – �������� ������( $�$>.  
@��� � 	������	 	����� �����*!������ �!��( � �1 2 3 4, , ,x x x x@  �	-


����� �!������(� ��������� 1( )x t , 2 ( )x t , 3( )x t  �����������, 4 ( )x t  ��-
��	�� ���������� ������: 
 � � � � � � � � � �1 2 3 4 1 2 3 4, , ,x x x x x t x t x t x t@ � � � � . (9.18) 

?� F��� ������
�������, ��� �!��(� � �ˆ t@  �	
����� ������������� 
�(����� �!��( � �1 2 3 4, , ,x x x x@ . ?�����	
�� 	 !��	���� (9.17) 	���*��� 
(9.6) � !����� 	���*��� (9.18) ��
!�� �������(�
)��� !��	����: 

 

� � � � � � � � � � � � � �1 2 3 4
1 2 3 4

ˆ
ˆ 0

d t
x t x t x t x t L t L t

x x x x dt
@@ @ @ @ @ @b b b b

� � � � � � �
b b b b

� � � �

 

(9.19) 
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" (�
)< ��
<���� ����������� ����	�� ���������� � !��	���� 
(9.19), ����
���
)�� 		���� �!��( ( )t- , ( )i ti , 1, 2, 3i � , �������	�<=� 
	���
���� �
��!<=��� ��	����	�: 

 
� � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � �

1 2 3 4
1 2 3 4

1 1 2 2 3 3

( )

0

x t x t x t x t L t
x x x x

t x t t x t t x t t

@ @ @ @ @

-

b b b b
� � � � �

b b b b

�i � i �i � �

� � � �

� � �

 (9.20)

 
#���
)�!� ��	����	� (9.16)– (9.19)  	���*��� (9.20) !��	���� (9.39) ��-

�+�� 	 	��: 

 

� � � � � � � � � � � � � � � �� �
� � � � � � � � � � � � � �

1 2 3 4 1 2 3 4

1 1 2 2 3 3 0,  


x t x t x t x t L x t x t x t x t

t x t t x t t x t t-

� � � � � � � �

�i �i � i � �

� � � �

� � �  
 

 

� � � � � �
� �

1 1 2 2 3 3 4

1 2 3 4

1 1 1

0

x x x x

L x x x x -

� i � � i � � i � �

� � � � � �

� � � �
 (9.21) 

?��
� ��������	� !��	���� (9.4), �	
�<=��� ����
)< P3@, 	 ��	��-
��	� (9.41) ���+��: 

� �� �

� �� � � �� �
� �

1 2
1 1 2 3 2 3 3 4 2 4 5 1

1
2 3 2 1 6 2 7 4 3 4 1 4 5 2 3 2 1 8 3

9 10 3 2 10 1 2 3 4

1

1 1

0.

sx

sy

C

a x a x x a x a x x a U

a x x x a x a x x a x x a U a x a x

a a x x a M L x x x x -

�

�

� � � � � �i �

� � � � � � �i � �i � �

� � � � � � � �

 

(9.22)  

L!��( ( )t- , ( )i ti  	����<��� ���� �������, ����� ��
<��) � 
!��	���� (9.22) ���������!< ����	!< ��������!< 4 ( )x t . @��� � 	����-
��	 	����� ������ �!��(� �	
����� 	����� ��
<���� � ������ !��	��-
�� (9.22) 	��� �
�������, �����*�=� !���	
�<=� 	�������	� �� ���� �!��-
( ( )t-  	��: 

 � � � �� � � �� �5 1 2( ) 1 ( ) 1 ,sx syt a U t t U t t- 8 9� � i � � i< =  (9.23) 
?��
� ��������	� 	���*��� (9.23) �
� �!��( ( )t-  	 !��	���� (9.22) 

���+��: 

 

� �� �

� �� �
� �� � � �

1 2
1 1 2 3 2 3 3 4 2 4 1

1
2 3 2 1 6 2 7 4 3 4 1 4 2

3 2 1 8 3 9 10 3 2 10 1 2 3 4

1

1

1 0.C

a x a x x a x a x x

a x x x a x a x x a x x

a x a x a a x x a M L x x x x

�

�

� � � � �i �

� � � � � �i �

� �i � � � � � � � �

  (9.24) 

�
� ������
��� �!��(� ( )i ti , 1, 2, 3i �  	 !��	��� (9.24) ����	���� 
� �!
< 	���*���, �	
�<=��� ���*��
�� ���������� 0

4 4,x x . 
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� � � �� �

� �� � � �� �
� � � �

4 4 2 1 7 3 4 1 2

0 1 2 1
4 1 1 2 3 2 3 3 1 2 3 2 1 6 2 2

2 1 8 3 3 9 10 3 2 10 1 2 3

: 1 1 0,

: 1 1

0.C

x a x a x a x L

x a x a x x a x a x x x a x

a x a x a a x x a M L x x x

� �

� i � � � i � �

� � � � i � � � i �

� � i � � � � � ��

 (9.25) 

#� ������ (9.25) ������ �!��( 1i   3i : 

� �

1 2
4 2

1 2
9 10 3 2 10 1 2 31 1 2 3 2 3 3

3
2 1 8 3 4 2 2 1 8 3

1 ,  0,

1 .C

L
a x

a a x x a M L x x xa x a x x a x L
a x a x a x a x a x

�

i � � i �

� � � �� � �
i � � �

� �

 

'���� !��	���� (9.20) � !����� ��������� ��F��(����	 - , 
1 2 3, , ,i i i  ��*�� ���) ��������� 	 	��: 

� � � � � � � � � �1 1 2 2 3 3
ˆ ˆ 0,x t x t x t t L t@ - @i � i � i � � � ��

� � �  
 

 
� � � � � � � � � �1 1 2 2 3 3

ˆ ˆ 0.t x t x t x t L t@ - @� i � i � i � � ��
� � �

 
(9.26) 

>�+��� �������(�
)���� !��	���� (9.26) � �ˆ t@  �!��� �������	
��) 
����� �����������!< �(���! ���������� � �t@ , 	�������� 	 	�� 

1 2 3 4x x x x@ � � � � . '���� ������ �(���� �
� ���������� x4 �!��� ���) 	�:  

� �4 1 2 3
ˆ . x t x x x@� � � �  

?������	
����� 	����� ���
<����
� �
� ���������� x4 �	���� � ��+�-
��� ����� ��������� ����
���
)��� ���
<����
�� ����	����� ���-
������ ���������� 1 2 3( ), ( ), ( )x t x t x t   	 �����+�� !��	���� (9.26) �����-
��
)�� � �ˆ t@ . A*� �������	
��� 

<����( (��. 9.1-9.3) !���	
��� �� 
$�$>  ���
<����
��, ��
!������ ���
���� ���!��!���� ������ ���(��!� 
�(��	��� ����	�����

 
�� �
������� 2.7, 2.8.  

 

 
���. 9.1. ���������� �� "���#������ "����� �1�� � ���������"  

�� 2�������� "����� 
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���. 9.2. ����������� �������� �������� ������ � �����������, ���������"�� 

�� ��$����" 2.7 (�� ������ ���������� ��$������) 
 

 
���. 9.3. ����������� �������� �������� ������ � �����������, ���������"�� 

�� ��$����" 2.8 (�� ������ ARADS) 
 
9.2. ��/���,(�> $�,�@� G�%�%;/@�&�%;% ,/�;(%&+/�%��(/> / =�%;(%-
$/�%��(/> (� %&(%�� ���'�(()* �>,%� / %#%#F�(()* G+��%(%� 
 
� ������ [122] ��	����� ���!
)���� ��������� ����������� ����	 	�-

���� F��
������� �������, �
������( �������� �������	  �(��� 
������� ���	�� ��������( (	 ��������, ������, ��	���=� � ������-
���� ���
����	��) 	 ����������	�.  

R�
)< ������� �����
� �	
�����, 	�-���	��, �����
��(� ����� �(��-
	��� �������� F��
��������� ������� ��� ����� ��������	��� �������� 
����������� �������; 	�-	�����, ������� �������  ���
�!<=� ��� ���-
����  F�����	��� �
������	 �
� �	��������	������ 	��	
��� ������-
��������� 	 �������	�� F��
�������� ����������	�, �
� ������ ����	��� 
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��+��� � �����
�*���� �������� F��
��������� ������� �����! � 	���-

����� (�
����	, ������	)  ���������	��� �������� ������� 	� 	�����.  

P��
������� ������ ��
����� 	��� ����!��� �
�*���� �@ (��
�� 
P�@), �����
)�! ���������!���� �	����	��: �) ������ �� ���� ��
���� ���-

�������� ������  ��
����)< ����	�<=�� ��� ����
 (�
��� �����
-
��	��); �) �����!�� 	� 	�����, ������ ����������� (��������
, ������), 
����������� �����(������� �
!������ ���(��� (�� ��������( – �
���-
��������!���� 	�������� ���); 	) 	�������� ��� (	 ��=��) ���� ��
����!< 
����
) ������. 

$
�������(� ��������	��� �������� P�@, ����
) ����������� ��-
������ ������ 	 	�� ������������ 	��������� ����, ���	�
� ���	���) �	��-
������	����� 	���
��� �������� �������	 �� � �����<, ��!=���	
��) 
��+��� ����� F��
��������� �������	���, �(��	��) ������) F��
����-
���� �����*������  «�
!��!» F��
��������� ���������	���, � ���*� 
���	���) �(��	��� ������� ������� ������	� �������� ���!���	  ���-
����	.  

@���	��� ������, ������
���, ����������. ��
�� ���
)�!���� ������ 
«F��
�������� ����������	�» E=R�F�0, ��� R - ���
)��� �������������	� c 
���������� (x, y, z)  F=(f1, f2, …, fM) - ��������� (��������������) ������-
�������	�, fk – ���	����� ������, fjk - ������� k-�� ������� �
� j-�� F��
��-
������� ������� aj ( 1,j N� , 1, ,  0,k M t T� � , N – ��=�� ��
� �������	, M-��
� 
���	����� �������	).  

�������	� ����	����� �=��F�0 ���*���	� ���
)��� �������	 �={aj}, 
���*���	� ��������
�� (�������	) F  ���*���	� �������	 	����� 0 ����	�-
<� F��
������� ��
����� G�E=R� F� t, G={xjkt} ( 1,j N� , N – ��=�� ��
� 
�������	, 1,k M� , M-��
� ���	����� �������	). P
������� xjkt F���� ����-
	����� �	
����� ������� k-�� ��������
� �� j-�� ������� 	 ������ 	����� t. 
"��	��� ������ � 	���
�� �������� �������	  F��
������� �����
� 
(���	�, 	���, 	���!��) [90, 122]. 

@������� 	�������� 	�������� ��� (�>) ����� xj={xjkt} ( 1, ,  0,k M t T� � ) 
(������ ���	�� k-�� ��������
� (���������) j-�� ������� 	� 	�����). 

?����	� ��*���! �> xj  	 ����	����	� ���� dj, ����������� ������� 
�����(� ��������
�, 
 	����*��� ��� �������� (�������, 
��\!��	
��	����
)���, ����+��, ��
����, �������	����� (�
���
����� 
��������) [60, 90]: 

� �,  , 1,..., ,

0,  ,  1, .

k
jkt l k

jkt k
jkt l k

l x l I
d

x l I

� �� �U� �
L� B �U�

 

4�"�%����. �
� �����	��� ��������
�, �����<=��� �����	��
)��� 
������� 	 ��������� ��������, ����	�
 ���!����� ������� ��������
� fk 
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����	�<� �� !����� � ����!���� �������)<  ��*��� !������ ����!<� (�-

�� ��
��. @�����, ��� �������! �> ����	�
�� �����  ������ ������� 
��������
� �� ������ ������� [60] ��*�� ����������	��) ��� ��������(< 
�> 	 ����
� 2-� ��������. 

@�����
� �!��(< ������	� 	�������� ����	 xi, xj (��� ����
�� F��
�-
������ �������	 ai, aj, ����	����	����) �� k-�! ��������
< 7k(xi, xj) 	 	��: 

1

1,  ,  0,  0,
( , ) ,  

0,  ����.

T
jkt ikt ikt jkt

k i j jkt jkt
t

d d d d
x x7 � �

�

� / /�
� � �

�
�  

� ������� �
!���, ����� �������� �> ����!�����, 	 ������	� �!��( ����-

��	� 	�������� ����	 xi, xj ��*�� 	���) ������� � �2

1
( , )

T

k i j k ikt jkt
t

x x x x7 �
�

� �� , 

��� �k - 	���	�� ��F��(��� k-�� ��������
�. 
'���������� 9.1. ��������� ��� �	
����� �����������, ��
 ��*���! ��� 

F
�����! �����	
��� 	 ����	����	� ����� ������ � �������� B={1, …, I}; 	 
��=�� �
!���, ���� � �
��	�� B, ���������!���� ��� ��������� ������	� 
��������
� (!	�
����, !���)+���  ��.). 

'���������� 9.2. �	� ��������
� (�������, ���� ������	�  �.�) C1  �2 
����	��� �� ����������< �� ��!�� ��������
�� �3, ..., �n, ��
 ���������-
�� ��*�! �
)������	��, ���
��<=��� 
+) �(����� �� C1  �2, �� ��-
	��� �� �����	����� ������� �� ��!�� ��������
��. 

� ������
�*�� ����	����� ��������
�� �� ����������< �!��(< 
������	� 	�������� ����	 xi, xj �� 	���! ���*���	! ��������
�� (���������	) 
������
� ��� ����	�!< 	���	!< �	����! ������� ����	���� ��������-

��:  

 
1 1

( , ) ( , ),  1 
M M

ij i j k i j k
k k

x x x xK7 7 ( 7 (
� �

� � �� � .  

'��� �������, ������� ������(� � ��
���� ��� ��	��!����� �����-
�� «������-��������
)-	����» �������	
��� ����������� 	�������� ��-
���,  ��
�� �����	��� 	����*��� ���	����� �
������( P�@ 
 	�-
��
��� ��!�� ����*� �������	 �������
)�� ��������� ��������
�, 
�� ��-
�����
)�� ��������� ������ ��������
��.  

?����� ��!��<=�� 	����� 		����� 	 �.1.2, �������������) �!��� ��-
����) 	 ����
� ������
��� 1.16. 

"������� P�@ – !������ (��������) ������������ �>, !��	
��	���<=�-
�� ������
����� ����������. A��
<������ ������ – F�� !������ (��������) 
	��������� ���� 
 	��) 	�������� ���. ?������
)�� � ��������	��< ��-
������ P�@ �������	�� ����� �!��� �
��!<=��. 
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�%&+�(%��� $�,�@/. ?!��) �0 - ���*���	� �������� ���
)���� P�@, �Y - 
���*���	� ���
��(� �������	���� �
!������� ���(���� ������� �������� 
P�@, �Y %�0, �TS - ������*���	� ��������� ���
<���� ���
��(� ������-
�� P�@ (��!��<=� ���(������	, ����!���� ������< 	�������� ����	), 
�TS%�Y, 1 2{ ,  ,....,  }I� � � � �  – ���*���	� ������	 (�
����	 �������� P�@, 	�-
��
����� 	 ����	����	 � (�
)< ��
���	���), �%�Y. �!��� ������
����): 1) 
�!=���	!�� ������*��� f: �0��Y – ������������� ����
) �������� ���
)-
���� �@; 2) �!=���	!�� (���	������, �����������) ������*��� g: �0��TS – 
��������� ����
) �������� �@ (���
)��� ������� �������� �@ ������*�-
<��� 	 ��������� ������*���	� �i, 1,i I� ).  

?� �������� ��!��<=�� 	������ - ���*���	! �������  

&Y ={yl
j, 'l

j}N
j=1��TS, ��� yl

j – j-� ������ (�������� �>), 'l
j -����� ������ ��-

������ P�@, 1,l k�  - ��
� ���� ���
<����, - ����!����:�1) �������) �
��-
��� ��������	��� A(&Y): �TS �� (	����*��, ���*���	� �
������	), ��!=�-

��	
�<=��! �(���! ���� �������� P�@ d � I�={1, …, I} �� ��	��!����� ��-

	�� ���
<���� (k-���!) Yj
k=(yj1, …, yjk), Yj

k��TS, k	1, j�TL={1, …, T-k}; 2) ��-
�����	��) ����	�� ��+�<=�� ���	
�, ���
��!<=�� ������� ��+��� 	 �
!-
��� �����
)�� ��+�<=� ���	
; 3) �(���) ������������� 	����*���� 
����
��	��� �� ����=����� F��
���� �������� P�@ 	 ����
� ���!�� 
	��������� ������ ������	� (���
)��=� ������
)). 

�%,*%, � ��H�(/L $�,�@/. ������ ������ ��=!< �����	
������) �-
�
���	��� 	 �	��� 	�+��
�*����� ������(����� ����
 ��
���	��� 
�
�*��� �@. 

1. @��"�������� 2������� (������	) F��
������� �������	 �� ��!��<-
=�� 	������  �(��� � ������� 	 	�� 	���	�� ��F��(����	 g-
F��
���	 �� ����	� �
������ 2.1.  

2. 1�������� ��#��"�������! 2������� �� ����
��� ��!��<=�� 	�-
���� 	���
������ �
��!<=� �������. " !����� 	��� F��
���	 ��!=���	
���-
�� ���	���� �� �
����) � F��
���� ������ �
����	. %�
 ����	
����� ������ 
�������� �
*� � F��
��! �	���� �
����, �� 	���
������ ���������	�� �����-
�� �������	 F���� F��
���, 	�� ��� ���*� !	�
�	�����. %�
 ����	
����� 
������ �������� �
*� � F��
��! �� �	���� �
����, �� �� ����	
����� ��	�� 
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F��
���� � ������� 	���� (��. 2.4, �)) (�
����� 2.1). P���������� ����-
��	�<� ����+!< !�����	���) � +!���  ����
���
)��� ������(, ����-
��� 	 �
!��� ������� ����	
����� �������	 ��
)�� !	�
�	��� 	�� !*� �!-
=���	!<=� g-F��
���	.  

3. 
������� ��)���� �� ������� ��	��� F��
��������� ������� � ����-
�! � ����������� �
����	 ��!=���	
����� �� �����! � ��������� �
����-
��	 �
������( (	 ��� ��
�, ����
�*����� 	�+� - �
������ 2.2, 3.1): �
� 
��	�+��� ����*���� ��+��� (�
���������� �������� FRiS-�!��( (��� 
�������
)��� ���� ������	� [16]), ��������� ������<=��  	 �
!��� ������ 
���!��!�� �
����	 (������� �������� 	�!���
����	��� ���������)  ��

��-
�	��� ���	
 �� ����	� 33$# (�
����� 2.3, �������� �
. 3). 

4. 
��$����������� ���������! ��������� �('. @������� ��	��!�����) 
���
<������ 	�������� ����	, ������������ � ��������� ���������-
��� F��
������� �������� ����� (x1, …, xN), xj = (xjk1, …, xjk0), 1,j N� , 

1,k M� . "�����!�� �>, ������=� � ��������� ������� ������� ������� 
�> [5, 121, 166]:  

 � �2
1 , 1 , 1 0

1
  ( , , ),  ,  1, ,  , 1

M
j j j 0 jt jkt jk t

k
z z z z x x j N t t T� �

�
� j � � � � ��  (9.27) 

"����� ������	��� ����������� 	��������� ����, �����	
������ � 
��������� ������� �������, �
��� � �!��( ��*�������� ��������� [167], 
!������ �
� ��
���	��� ���!������	��� �������� ������	. ?������� 	��-
������ ���� ������
�) 	 ������ [121] �
� ��
���	��� �	����	 ����	�� 
��������� ��������� �����. L����!� �	������������!< ����
) �� ���-
����� ���� (9.27) (AR-����
))  ��������	�� �����������, 	 ��������, 
AR-��F��(���� a(t)  ���� ����������������� ��
���� q(t) ��*�� ����-
���) �
��!<=�� [121]:  

1) �!��( a(t)  q(t) �	
�<��� !��	�<=�, ������ � ���������� ��-
����� 	����� t �
� 	�������� ����	 (
 F��
������� �������	) xjkt, ����-
��=��� � �������< ��	��	���; 

2) �!��(� a(t) �������� � ���������! ����������! ������<, ����-
��
)��� �� ���!
< �����) ����������������� ��
���� q(t) �������� � 
���(� (������ � ���������� ������� 	����� t) �
� 	�������� ����	 xjkt, ��-
	���<=� �����������! ������< �	����	; ��
)���+�� ��
���	��� ��-
*�� ���) �	����� � !�������� 	�
��� ������ (�������, �� ����	� �*�-
�
�*������ �
������ ��������!�( ��������� 	��������� ����);  

3) �!��(� a(t) ������� ��������� 	� 	�����, � ������
)��� �� ��-
�!
< �����) ����������������� ��
���� q(t) ��*�� ���) ������ ��������: 
��
)+� ���(� �
� xjkt (�� ��	���<=� ��������� ��	��	���), ���)+� 1, 
��	�� 1; 	 F��� �
!��� ����������� ������� ��	����*��. 
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?�����
����� ������������� ������ ���!� ������)�� ��
���� �� 
��
���	�� F��
��������� ������� 	 ������ ���	��. #��
���	��� �� ��-
��	� AR-����
 (9.27) 	��	
��� !�����	�� ��	��	���, ���������� �	*��� 
 ���������, ��	���<=� «���(���
)���! �����!» P�@, � ���*� � ��
��� ��-
��*���. P� ������ ���	�
�<� 	��	�) ����	��� ��� F	�
<( P�@ (	�����-
��	
��� !��	
��	����
)���� ��������, ���������� ��!��	
��	����
)��� ��-
������, ��(�	�!<=�� �
���� ��������  ��������� �
���� ��������)  
	
��) �� 	������ � ��!=���	
���. 

5. ������������ #������������ ������"���� ������� ��������
�� 
(�������	) P�@ 	� 	����� �� ����	� �
������ 2.5. J���� ���������� ��-
��
 ��*���� �������� P�@ ���	�
� ��!=���	
��) ������������� ��������. 

6. #

<�����	��� ����� ����
��	��� �� ?P�3. U�
����� ����
-
��	��� ���	����� �� ���
)��� ������� 	�������� ����	, �����*�=� ��-
�!
)���� ������� ��������� ����������� �����	 [62, 63] 	� 	�����. 

��/'�� 9.1. � ���
(� 9.1 ��	����� ���!
)���� ����
��	��� �� ����-
	� �
������ 2.5. �� ������ [62, 63].(K1, K2) - ����
)���  ������
)��� ��-
���*���; Yav / Y*- �������  ���������� �����*��� �� ������ �������	����-
������ ���
������, ��	��� 0.08.  
 
$����� 9.1. ��������� ���������� � ���$����������� ���%���� ��������! 

����������� ������� ���#�� �������$� ���� 
 

��!���, 	� ����� J�
)����), % "!��� �!���	�� ��
�� 
 (K1, K2) Yav / Y* (K1, K2) Yav / Y* 

(�������� $���� 6,7–16,6 11,4 / 10,8 17,8–44,2 26,6/ 24,9 
���	����-���	���� 8,8–15,5 11,6/ 11,1 16,9–37,8 24,3/ 21,7 
���	����-�����	�� 10,5–15,5  12,8/ 12,1 20,8–37,8  26,2/ 24,3 
0������� $���� 8,8–13,8  10,4/ 9,9 16,9–31,8  22,3/ 21,8 
'��	���� 3,4–16,5 8,2/ 9,8 16,5–36,3 25,5/ 25,8 
�����	�� 4,2–13,3 8,0/ 10,1 28,2–36,3 32,3/ 31,1 
@����	�� 3,4–12,7 9,1/ 9,7 19,2–28,5 23,3/ 20,8 
0������-"�!���� 
$����  

4,2–16,5 8,0/ 9,6 16,5–32,4 23,9/ 22,6 

(�����	�-����	��) 7,3–17,9 10,4/ 8,9 18,3–27,9 21,5/ 20,4 
3���	�� ��!��� 
(����	��) 

4,7–14,5  8,1/ 9,1 17,9–27,3  22,2/ 21,5 

 
	�����. � �����
� ���������� ������ � �(��	��< �������� F��
����-

����� ������� ��� �
�*���� ����������� �������, ������(� � ������� 
����!��� 	 	�� �����(�������� 	��������� ����. #��
���	��� �������� 
������� ����	��� �� �������� ����=����� F��
���	 �������� �������, ��-
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��	�������� ������� ������	 ������ F�������
�(  ��������	��� ��-
����	 �
� ��������!�( �!��(���
)��� ��	����� ������� ��������
�� 
(�������	) P�@ 	� 	�����, ���
�� ��	����� ��F��(����	  ������ ��-
��������������� ��
���� ����	����	!<=�� �	�������������� ��	�����.  

 
9.3. ��/���,(�> $�,�@� '%,��/�%��(/> &%&+%>(/> $,%�%�K>  
=�:/�(+� & #�%(*/��K(%< �&+'%< 
 
� ������=�� 	���� ��	�	����� !�	����
)��� ��������
) �������� ��-

��	��� �!��(� ��
�	���: ��������, ����
��������, ��(�
)���  �!��	-
���. @� ��
!�
 ������	��� ������	� *�� (�E)35. �E, �	������� �� ���-
��	)��, ���	�
��� �!��) 	
��� ����
�	���  
����� �� ��������
 �E 
��
)���� ��
�	���, �(��	�� 	�� �����	
�<=� �����	)�. ?����� �E ��
�*�-
�� 	 ����	! ������� ��
���  ������
��� F�����	��� ������	 �� 
���-
��. "
�*��� �E �	
����� ��=�������� 	 ��*�!�������� ������� 	�����-
�������	���, �!	��	��
)���  F��������� ������� �(��� �������� 
�����	)� ��� ����
��� 	 (�
��, ���  ����
)��� ��(�
)��� ��!��. 

@��� � ������	 �(��� �E �	
����� �������� �������� �����	)�, 
��� ����
��� 	 (�
��, ���  ����
)��� ��� ��!��. #��
���	��� �E ���!�
)��, 
	 ��������, 	 �!
)����
��, ��(����	 � ������
)��� ������ (�$). ?� 
F��� �������� �������� �����	)� ���� ��(����	 �������� �
� ����*�-
��  ������*��� �
�������� ������
� ��� ��
���)<. #����!������ ����-
������ ������
� ��� �$ �	
�����: 	��	
��� ��(����	 � ��������
�!���� 
�$; ������ �	��	��������� ��+��� � ����������� ��������� 
 ���-
���� �����. 

J����� � �����
�������� ������*�� ��������� �������� �����	)� ��-
(���� � �$ ������	�� Web-�����
�� ����!�� ������� ������������� ��-
��
 ������� ���������  	����� ����!<=����� �� ��� �
������ ����-
������ �(��� �������� �����	)� ��(���� � 	������ ���������(�. 

�%&+�(%��� $�,�@/. ?������	� ����
��� � �����*�� ������*���	: 
�={�i}, ��� �i – ��!��� ����
��� � ������ ��������� �����	)�, i=0,1,…,I. 
A������ �0 – ��!����������� ����
���, �1 � ���������, �2 � ���  �.�.; �I 
� ��!��� ��������� �����	�� 
<���. �
� !���=��� ����� �� F��� F���� 
�����, ��� �iP�j =.. ��
�� 		���� ��������� ����������	� F � ���������� 
S1, S2,…,Sm (��������
�� �������� �����	)�  ��������), ���� �������� 
����*�<� �������� �����	)� ��
�	��� yj, j = 1,2,…,n. >����)�� ����	�
� 	��-
��*��� ������� �������� F���� ����������	� �� Cl ���*��� ����	�
�	, ��-
��	����	!<=� ��*�!�������� ���������!
�(����� ��������
�� �E ��-
������������������������������������������������������������
35 World Health Organization. Quality of life group. What is it Quality of life? Wld. Hth. Forum. - 
1996. - V. 1. - P. 29 
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������ �����	)� ����
���. ��� ����������	� �������� �����	)� �!��� ���) 
V �

m
l lC1  �����, ��*��� � ������� ����	����	!�� ���! 
 ���! ���������!-


�(�����! ��������
< �������� �����	)� ��
�	���, �������	
������ � ��!�-
��� �i, i=0,1,…,I. 

?����	� �����! ��������� �������� ��������	��� �������� �����	)� 
��(���� �� ���������� ������ � ��������  �������� ��������� ������-
��
�� ��������� �������� ��(����, � !����� � 	����*��� 	������ ��	-
�����  �����+���� �������.  

3���
��	��� ���(����	 ��
���  ���������	��� ���	���� �� ��-
���� ����
����� ��
��� �!
)����
��, � ����� �� ������ ��������� 
�������� �����	)� ��(����	 � �$36. 

�%,*%,) � ��H�(/L $�,�@/. ������ ������	��� �� �!� ������� �����-
��	 � ������ ����
�� �������	
��� ������� ������  �����. 

�%,��K37 1. �
� �(��� �������� �����	)� ����������� ��(���� � �$ 
�!��� ���
)��	��) �
��!<=� ���(���� �������  ��������
: 

 
$����� 9.2. 3���������� ��"���"� � ���������� 

 
1. "������ 2. ?�������
 

a) ����!������� ������; 
b) �	���=� ����; 
c) ��+�
); 
d) �!	��	� ��
�*������ 	 ��!�; 
e) ���+��. 
 

a) @L�1 – ����� ������	������ 	�-
���� �� ���	!< ���!��!; 
b) LE%D – ������	����� *������� 
������) 
����; 
c) ?"� – ���	�� �������) 	�����; 
d) �!������ 	�����
)����) ?"�; 
e) 3@" – ����	����� �������� ���-
����) �� 	����� �� LE%D 	 %; 
f) ?@" – ���	�� �������� �������) 
	����; 
g) "@" – ������� �������� �������) 
������	������ 	�����. 
 

 
"������ Cl�C={C1, C2,…,Cn} ���!� ������) ������� [0; 1]. %�
 

������ ���!���	!��, �� Cl=1, 	 ����	��� �
!��� Cl=0. ?�������
 
Kk�K={K1, K2,…,Km} ���!� ������) ��
����� ������� �� 0 �� 1000. A���-
������������������������������������������������������������
36 ������	� *�� ! ��
)��� ������
)��� ������  ��������� �����!��	��� ����
�	���� 
���� / ?�� 
���. $.�. U!��
��. - 3���	�: $��������, 2004. – 256 �. 
37�".#. ��
�����	�, �.$. O��(�	, 3.�. &�!���. 3���
) �(��� �������� �����	)� ��(���� � ������
)��� 
������. - '<������ ���!�����	����� !�	������.�
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����� !���	��) �����+����) �� ������ ��������
��: 6= 1 2

1
( 1) ( )

m

2� k
k

m K K�

�

� �� , 

��� KF� – F��
����� 	�
��� ��������
�. 
#������� �������	  ��������
�� �������� 	� 	�����. 
�
� ������
��� �����
�*���� ��(����	 � ������
����� ��!��� �-

��
)�!�� ������ �
�������(. ?�� �
�������(�� ��������� ���(��� ���-
���� ���*���	� �������� ��(����	 �� �
����, �� ������� F
������, ���-
�������� 	 ��� �
���, ��<� ��
)+�� ������	�, ��� F
������, �����
�*�-
=� ������ �
����� (���	���� �������� �� ������	�� �
������	 ��
*-
�� 	����) �� ����!��� – ��������  ��������
�� (���
. 9.2, ��. 9.5)). 

��/'��38 9.2. A� ��. 9.4 �������� ����������	��� �����( �	!� ��-
������ ��(����	: !��	
��	����
)���� (Normal)  ��!��	
��	����
)���� 
(Pathological Process). 

 
���.9.4. 0�� ������� ������$�%����! ��������� B� 

 
>����)�� ����������	� F1 �������� �����	)� ��(����	 � �$ �� �� �
�-

����� (��. 9.5): k1 - ��������
�!���� �$; k2 - ������� ������
�!���� �$; k3 
- ������
�!���� �$. 

 

 
 

 
 

�) �) �) 
���. 9.5. �) - ������������ ��������� F1, �) – �%����, �) - ���������� S � ���-

��������� F1 

������������������������������������������������������������
38 >�!��� � ������: &���	���� $.%., '�����	 L.L., U�������<� �.P. @���*��� ��������� ��+
��� ���-
(�
��� 	 ���

���!�
)��� ��������<=�� ������ ���������� ����
�	��� (�� ������ ������
)��� �����) 
// A�	��� ��!���	������ ���

����. – 1999. – � 1. – ". 129–140. 

K 
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?���������	� F1 �������� �����	)� ��(����	 � �$, ��*�� ���������-
�� ����������	��) 	 	�� �!�� (��. 9.5 �)), ������=��� � ����� (��. 9.5 �)). 
���� ����� – F�� ������� Cl, ��������
 Kk  ������� 	����� t. ��������� 
S=(C, K, t) ����������	� F1 – F�� ����� ������*�<=�� �������� �����	)� ���-
�������� ��(���� � �$ yj (��. 9.5 �)). 

'����! �������	
��< ���!� ����	����	�	��) ���������� ����(� ���-
���  ����� ���	: «������-��������
)-	����», «������-��������
)-	����», 
«������-������-	����»,  ������ �
������( ���
<������ 	 ����*��� 
�
��� (	 ������
����� ����
�) ����	����
)�� ������	�����  (������-
	����� 	�������� ����	 
 ����	�� ��������� ������ ��������� �����-
��	 (�������	, ��(����	). ����
��� �������	 ��� ��������� �������	 
�	�����, 	�-���	��, � ��
�� ���
����� � ������� �� ���	���< � ��������-

�� (��������), 	�-	�����, � 	����*����)< �����!*��� ��	�� ���������-
������ ��*�! ��������  ��������
��. 

"������	� ����
 «������-��������
)-	����» 	�������� ��� 
,  1,ikty k m�  - ������� k-�� ��������
� �� i-�� ������� 	 ������ 	����� t. 

"�����!�� ���������� �> � ������������, ���������� �������� ������� � 
��������� ������� ������� ������� ����	����
)�� ������	�����  (��-
����	����� 	�������� ����	 [121, 167]:  

 � �2
1 , 1 , 1 0

1
  ( , , ),  ,  1, ,  , 1

m
j j j 0 jt kt jkt jk t

k
z z z z y y j n t t T�� �

�
� j � � � � �� . (9.28) 

?������	
��� (9.28) ��
����� ��
�*	�<=� F�������  ���	�
��� ���	-
�	��) ������� (�������, ��(����) �� ������< ����� 	��� ��	��!�-
���� ��������
��; �kt  - 	���	�� ��F��(���� k-�� ��������
� 	 ������ 	��-
��� t, ������
��) ������� ��*�� �� �����! 33$# (�
. 3), �������!<=��! 
���������� 	�	�+	��� 	������	���� �
)������	 �� ����� ������� 
(
 �(����� F�������	) 	 �������� �����<=��� ������� �
)������	.  

@�����
� �!��(< ������	� 	�������� ����	 yi, yj (��� ����
�� �
���-
�(�!���� �������	) �� ��	��!����� ���������� 7(xi, xj) 	 	��: 

 
1

1

1,  ,  0,
( , ) ,  

0,  ����.

T
jt it t t

i j jlt jlt
t

z z
y y

6 6
7 � �

�

�

� � � 	U� � �
U�

� . (9.29) 

J���) 6t – ��������, ����<=� ������	�� ������� ���!��� �� ������	� 
�������	, ��	��=�� �� ������� 	����� 	 �
! �����(�������� ������� 
	�������� ����	. ��
�� �� ����(� ������	�, �����	
����� �� ����	�� ���-
���� �!��( ������	� (9.29) ���������� ������
�<��� ��!��� �������	 �� 
������� ��	������ [151]. 

�
� �������( �	�� ��*�! �	!�� ��������
�� X, Y �� ����	� 
ARADS  ��!��<=�� 	����� � �	������ ��������� �������� ���
<-
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������ Y  �����
<������ X ���������� (x j ,y j ) ,  1,j n� , x j =X(j�), y j =Y(j�), 
�>0, ��
!��<� ��������� ����
 �� �
�����! 2.5 x=g(t), y=f(t). � ���!
)��-
�� ������� �!��(���
)�!< ��	�����) ��*�! ���
<������ Y  �����
<���-
��� X ����������: x = g ( f-1(t)), ��� f-1(
) - �!��(�, �������� � f(
),��������) 
������� ��*�� ��!=���	�) �� ����
���
)��� 	������.  

 
�%,��K 2. $
����� �
� 	��	
��� ��������������� 	� 	�������� ����� 

�������� �� �
���������� ������ [60, 139], ���	��� 	 �
. 2 �
� ������� 
������������ �>. ��������� ��� �	
����� ����������� (������
��� 9.1), 
��
 ��*���! ��� F
�����! �����	
�� 	 ����	����	� ���� � ��������� �
��	-
�� A, �������, A={U, D, N}, ��� ��	�
� U  D ���������!<��� ��� !	�
-
����  !���)+��� ������� ��������
� ������� ������� 	 ������ ������ 
	�����, ��	�
 N ����	����	!�� �����! �� �
������(. � ��	�� �
������ 
2.7. 	��� �
��	� A={�, �=1, 2, …, nf; N} ����� (������	) �!��(���
)��� ��	-
������� – �����������	 � ��������� �
���� ,  1, ff n� � � .  

A����! � �
������� 2.7. ��	���� ����� [60] �
������ ������� �
� 
�
�����+!�
����� �>. 

 
��/'�� 9.3. ��*���! 	��������! ���! {yikt} ���	���� 	 ����	����	� ���� 

{uikt}  {dikt}, ��� uikt�{U, N}, dikt�{D, N}, ���������!���� ��� ����, �����-

������ ����	�
�� �����  ������ ������� ��������
� (�������) �� ������ 
�������. J���) {yikt} - �������	� ����	����� ���*���	� �������	, ���*���	� 
�������	  ���*���	� �������	 	�����, F
����� yikt - ������� k-�� ��������-

� �� i-�� ������� 	 ������ 	����� t. 

>������� �> {yikt} ��!=���	
����� 	 ����	����	 � !�
�	�� (�������): 
F
�����! � ���
���	���
)���� � �1

,...,
Nikt ikty y  ���	��� 	 ����	����	� ���� U, 

��
 	���
���� ������+���:  

� � � � � �
1 2 1

1 1 1

1

, ,

,

N N

N s s N
D

ikt ikt ikt ikt

ikt ikt ikt ikt ikt ikt
s T

y y y y

d y y y y y y

�

�

�

�

+ +

0 1
+ � � � �2 3
4 5

�
 

 
� �

1

1 1

, 1, ,

: ,  ,
s

s s N

ikt ikt

D ikt ikt ikt ikt

y y s N

T s y y r y y
�

+ �

� + � �
 (9.30) 
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��� d, r – ��������� ���(��!�� �������. J��� D ���	��� 	 ����	����	� F
�-
����! � ���
���	���
)���� � �1

,...,
Nikt ikty y , ��
 	���
���� 	�+���	������� 

!�
�	� � !����� ������ yikt �� � �maxikt iktt
y y� � . � ����	��� �
!��� ���	��� 

���� N. 
$
����� �
� 	��	
��� ��������������� 	� 	�������� ����� �� ����	� 

��� ������� �����*� ��+��� �
��!<=� �������� (�. 2.4, �
����� 2.7). 
1. >������� 	��������� ���� �� ������� �
� ������
��� ���� ������	� 

�> (��������� ��*�! �>) [44]. 
2. ?�������� ����( ������	� ��*�! 	��� ����� 	�������� ����	. 

"�����	� (
 ���������) ������
����� ��
�� ����������� ����	�
�	 ��-
	�������� ����� 
 ����� ������� �������	 (��������
��). 

3. @�����
��� ��!�� �������	 �� ������� ��	������ �
� ������ ��-
���	������ ��������
� �� ����(� ������	�. 

4. A���*���� ��!�� «����*�» �������	 �
� ����	�
)���� ������ ����-
����
�� �� ����	� ������ ����(� ���*���� ��!�� �������	  �������	
��� 
	 	�� ���*���	� �����	 [151].  

�%,��K 3. ?����� n-m-��
<���� (�����!��
)�� � n 	�����  m 	���-
���) ���
)�!���� 	 ���� ����
����� ��
�����, ��� ����������, ������-
��	��� 
������� !�������	, ����)<������ �����
��  ��. ?���
�������39 
����	����� �� �����
��� n-m-��
<����	 ������
��� �
� ������	��� ��-
���� ������������ ��+��� 	 ��
��� ���(�� 	 ���
����� ���

���!-
�
)��� ������� (��. 9.6). ���� ����� �
� �������� ����
�	��� 
M��� 
����
������ ������� �������	40  �������	.  
A� ����	� ���������� (���
����� #") ��+��� �����!���� ���!��!�� � 
n-m-��
<����	, ��������	
�<=�� ��
�����+����!< ������!< �����! �-
������������� ���(����.  

A����� �� ���	���� �������	  � �
�������� ������	���, 	��-
��*�� ����	*��� � �
��!<=��! !��	�< - ��������, ������	��� ����	-
���� �������  ���
��!<=��� ���
<���� � 	����*��� ����
�	���� 
M���. 
��
�� �� ����	� �������	 ����
���
)���� ���
���	��� ��������� ���
<-
���
)��� ������.  

������������������������������������������������������������
39 Yankovskaya A.E, Galkin D.V., Chernogoryuk G.E. Computer visualization and cognitive graphics tools 
for applied intelligent systems // Proceedings of the IASTED International Conference on Automation, Con-
trol, and Information Technology (ACIT 2010), Juny 15-18, 2010 Novosibirsk, Russia, ACTA Press Ana-
heim/Calgary/Zurich, Vol. 1. – 2010 – pp. 249–253. 
40 C����� – ����� �� ����	� ���� �����  F��������� �(���. 
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?��	���� �������:
1) ��+�
) � �������� 
2) @�=�� �
�����) 
3) ?�������� ��	�+��� ��������!�� 

�� 38,0° 
4) @��+�� �� !�������� �������� 

����!��� 
5) ��
�	��� ��
) 
6) "�*��� ������� 
7) ��������� ����!������� �	!�� 	 

�����+����� ��
��� ����	� 
8) ������
)��� ������ ��� 
������� 

����	� 
9) ��
��� ��
���	��� ���*��� ��� 

���	�� 
���� 
10) "!�� ���� ���� ��� ���	�� 
���� 
11) �������� "@P 42 ��/��� 
12) ��
����	� 
����(��	 - 14�109/
 
13) ?� ��������
�������� ���
���	�� 

- ��!��������	�� ��������� 	 ������� 
��
� ���	��� 
������ 

"������: 
A) "����� �������� 	����
��
)��� 

����( 
B) "����� �������( 
C) "����� !�
������ 	 ���	�� 
����� 
D) "����� �������������� ������ 
E) ����������� ������ 

 
 
@���	��� ������: 

�����*��� ����
�	���: 

"������ ����
���
)���� 
���
���	���: 

14) $��
����� ������� ��
 ���	��� 
������ 
15) �������(� ��������
�	��� ������  

��� �����!�(� 
16) @����!*��� ����	�� �
���� 	 

������� � ���	��� ��������
�	��� 
������ 

J��
<���
)��� ������ 

A B C D E 

3,11,12 2,5,6 7,8,9,13 4 1,10 

"����� !�
������ 	 ���	�� 
����� 

?��	���� '!����!
�� >�� 
������ 

14,15,16 

R�����
)��� �����������(��	����� ��� 
��������
�	��� ������ ���	��� 
������.  

$��
����� ������� ��
 
�

 
���.9.6. 
������������ ������ � "���������� ���$������� �� ������ n-m-���������� 
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A� ��. 9.6 (	 (�
�� !�����	� 	�������) ���
���� !��	� ������ ��-
+��� 	 ������������� ���(���� ����+��� 	 ���
���� (	��, � 	���� ��*��-
�� n-m-��
<���� 1-�� !��	�� �������	
��� ������� �������	, ���
<�M�-
��� 	 �	�
, �� �������� ����� ���� 
�� �� ����
��� � ����	����	!<=��! n-
m-��
<���!. A������, 	����� n-m-��
<����, ����������� ��	�
�� B, 
�	
�<��� ������� 2,5,6, ���+���	�� ������� �������	
��� �
�	� �� ��. 9.6: 
��=�� �
�����), ��
�	��� ��
), ��*��� ������� ����	����	����. ������� n-
m-��
<����, ����������� ��	�
�� B, �	
����� 
�� �� ����
���, �������	-

����� ������! �������(, �������	
������ �
�	� �� ��. 9.6,  �	
�<=��-
�� 2-� 	����� n-m-��
<���� «������ !�
������ 	 ���	�� 
M���� (����	��� 
������)»  ��� ��
�� �� ��������� ���
<���
)���� �������.  

"������� ���!��
��������� (��<=��� ������*��� 	 ������� ���
)-
����) �������  ����	������ �� n-m-��
<����� ������  ������	��� ��-
���� ������������ ��+��� �	
����� ����	�� ������� F�����	��� ���-
��	��� ������	 �� ���������� ���
����� ���

���!�
)��� �����. 

 
�%,��K 4. 3���
), ���
)�!���� �
� �������	
��� ������������	�� 

�������	, 	 ��� ��
�  � ����	����	�� �������	�� �������. � ����-
�� [131] ����
�*��� ������ !����������  �
������( ��	��!����� 
�
�*��� �������	, ������� ����!<��� �� ���� ��������� ����������	 
�!
)����*���	 (�
. 4, �. 4.2, ����� ��
�*��� 4). 3���� !���������� ���-
����	 ����	�� �� �(���� � �
���� �� ����+��< � ���������! «���
)��-
�!» ������! (F��
��!) 	 ������������	�� ����������	�. 3���� �
������( 
�������	 ���	�
��� �����) ����=����� ��+�<=�� ���	
� �
� � ������, ��-
����� ���������!�� ���
����, 	 ��� ��
�  ����	����	��, ���	
� F��-
������� ������	� �������	. ������ ������ ��*�� ���) ������� � 	�����-
��� ��
�� 	������� ������	� ����	�� ��+��� �� ���� �
�*����� 	 [46, 85] 
������ (�
. 2, �. 2.1) ������	��� ����=����� F��
���	, �����	��� � ��!-
��<=�� 	������ (� �� ����������� �������)  �� ���� ��	�� ��� �������
)-
���� ������	� �!
)����*���	 (4.11). 

	�����. ?��(����, ��������=� 	 �������� ��
)����, ����������, 
���	��*��� 	����	
����, 	��!��<� 	� 	���������	� �� ��! ���	��	
��-
��� ���
���	���
)��� ���*���	������. ?������	
����� 	���
��
)�� ���-

�!���� ����
 ��
���  ���������	���, ����	����� �� 	��	
�� ���-

����� ���� ��������������� 	� 	�������� �����, �����	�*��<=� ���(��� 
��
���, ���
�<� 	����*���: 	��	
��� ��	�� �	���� ��*�! ���
���� 
���(����� � ���
��!<=� 	������ �� �������
������� F������; ���	�-
���� F����������	 � 		���� «	���!=�<=�» F
������	 (
������� 	�������-
	�); ����	��� ��	�!�
)��� ����� ���	�� ����
�	��� ! ��(���� � 
(�
)< 
������� ������(.  
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9.4. ��/���,(�> $�,�@� =��,&��$�(/> (�/$��&+()* $(�@�(/< (�=��-
�)�()* �+�/#�+%� � #�$�* ,�(()* 
 
" ���� ����� ����� ��������������� ���
)��	��� ���� ������ 	 ����-

��	� ��!��<=��� ���*���	� 	���	��� ������
����� ��!����� [10, 31], ���� 
������� ����
�� 	�*��� �	
�<��� �
��!<=�: ��������������) ����!���� 
������(, ���������� �
� ������
��� �
���� �������; �������� ���!���	� 
������(, �� «��+!�
������)» 	 ��������� ����
� /
 ������� ������-
( 	� 	����� (�������, �������) ��(, ��	���, ������� ��������� (�-
����
���������) �����	� ��
��!����� �����(� [62, 63]  �.�.); ����� ������ 
(������	 �������	) ���������� 	�
�  ������, ����� ��������� !������ 	 
���+
�� ������� ����<� �	�� ������	� �� 	����� �-�� ����������� ���	�� 
�����
���; ���(��� �(���  ���*��	��� �������	 ������� ���������� �!-
=���	����� 	����. 

� ������ [31] �
���<��� ������ �����!*��� �����, ���
)��	��� ��-
����� ������� ���	�
��� ��+��) �����! ����=��� �������	 	 !�
�	�� ����-
��
����� ��������� (�������, ����	����� �������	, ����	�<=� 
������, 
 ���������� ������� �������	). 

J���) ��������	����� �
!��� �������	 � �������	��� ��������,  
���!*������ 	����� �� �(���� ����!=����� ������� �� ��������� ���
)��� 
����	�	, �	������� � �������  �����
������� �����	�� �����	 [62, 
63]. 

�%&+�(%��� $�,�@/. ?!��) �� ���� ������ ��� �� ��!��<=��! ���*���	! 
	���
��� �
����. '���!���� �(���) ���!���	!<=� ������� �������	 	 	�-
��
����� K �
�����. ?� F���, �� ��
<������ 	����*����) ����, ��� ������-
����) �������	��� ����������	� ���������� 	�
��, � ������� �������	 ��-
�!� ��	���) �� 	����� [10], �.�. ����������� ����������� ������� (	�� 
�����) – !������������ ��	��!�����) ������� ����!��	 ���� ������, �.�. 	 
�����	��
)���� ������ ���!� ���) ���	��*��� �����	< �
!������ 	��-
�!=���  ����	��)�� ���������� ��
)�� 	 �������.  

 
��H�(/� $�,�@/. �
� ��+��� ����� 	 ��������� ��������	����� 	 ��-

�� �������	 � ��������	��< �������� �@ ��������� �� 	������ ������-
�� �	�������������� ����
��, ���
)�!���� �
� ����������� �!�!=� ���-
���� ���
<������� ���� �� ������=�  ���+
�� ��������: 1-� – �� ����	� 
����=����� F��
���	  ����������( ����
 �	��������� (�. 2.3), 2-� – �� 
����	� ���������������� ��
������ ������������ ����
 (�. 2.5), 3-� �
�-
������ �*�.  

�!��� ������
����), ��� ��������	����� ����!�� ��<� �������	��� 
������� (�
!������) � ��������� ����	�
�. >�������� ����
��! ���
)��-
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	��� �������	 ��!��<=�� 	����� �
� ����*���� ��=� �	����	 	���
��-
��� I �
����	  ���
)��	��� F�� �	����	 �) �
� ����������� ���	������ 
/
 ���������� �������; �) �
� ��������	��� �������	, �� 	����=� 	 ��!-
��<=!< 	�����!. 

?�����
�*�, ��� 	 ������	� ������������� ����
 ������� ����!�� x 
�������	 ������ �
���� �i ��������	����� 
������ �	���������� �� �
!���-
��� ��F��(�����41, ����	����� !��	�����: 
 1 1 0( , ) ... ( , ) ( ) , 1,i i i i

k k p k p kx a k i x a k i x i i IA �� �� 
 � � 
 � 
 � ,  (9.31) 

��� ( , )  ( ) ( ) ( , )l l l la k i a i i k iA `� � 
 , { ( , )},  { },  1, ,  1,  2,...i
l kk i l p p` � � �  � ����-

	���� ���
���	���
)���� ����	���� ������	� ��������
����� �
!���-
��� 	�
�� � �!
�	�� ������  ������� ��������, k � ����� 	�������-
�� ����	�
� (����� «������» ������� �������) (k=1, 2, …), ( )l iA  � �������-
��� �����(���
)��� ���������. @�����, ��� ����
) (9.31) ���!����� «+!-
��» �	����� ������ ��� ������
�*��� � ��!���	���. 

'���!���� �(���) �� ���
<����� ������� { }i
kx  	����� ���������	 

1 2( ) ( ( ),  ( ),  ...,  ( ))T
pi a i a i a i�$ , �.�. �����(��	��) �@ � (�
)< ���������-

�� ��� ��	�����. 
������ �(��	����� ���������	 1 2( ) ( ( ),  ( ),  ...,  ( ))T

pi a i a i a i�$  �� �!� 
����*��� ���(��! �
���� �i (�. 2.5). ?������	
��� ���
<���� ������� 
{ }i

kx  (9.31) ��	���
)�� �
��!<=��!: 

1
i T i i
k k kx X$ g�� 
 � , 

1
( , )

pi i
k l k l k

l
k i xg ` ��

�
� 
 �� , 1 1( ,..., )i i i T

k k k pX x x� � �� .  

�	���� ����
���
)��� ����������:  
1

1

1

( , )( , ) ...
( ) ( )... 0 ... 0, ( ) , ( ) ( )

... ... ...0 ...
0 ... 0

p

p
i k i k k

p

k ik i
a i a i

i i i

``

�

0 1
2 30 1 2 3� � � 
 k2 3 2 34 5 2 32 3
4 5

A G C E G G
I

, 

��� 1p�I  ~ ������� ����(� ������� (p~1). 
'���������� ������	���� �*� �
�������� �
������ 9.1 �	
����� 

�������42 9.1. 

������������������������������������������������������������
41 3���
), ���		����� ����� ��!���� +��
, 	 ��������, �.�. ����	��, ����������� '��, 
 ��� !������. 
42���+��	��� �. �. ?��
���	���
)��� �������(� ���������	 �	��������� �� �
!������ ��F��(-
����� // ������ '������� ���. !�-��. ~ 2006. ~ � 293. ~ C. 105–109. 
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��%��'� 9.1. %�
 !��	���� (9.31) ���� ���(������� ��+���, �� ��-
�
���	���
)��� �(���� �� �����! �����)+� �	������	 

* * * *
1 2( ) ( ( ),  ( ),  ...,  ( ))T

pi a i a i a i�$  ������� 	 �������	����������� � ������! 

������< 	������ ���������	 1 2( ) ( ( ),  ( ),  ...,  ( ))T
pi a i a i a i�$ , � 	������ ����(� 

�������	����������� ������� 	������ �(��� *( )i$  ������� ������(���
)-
�� �
��
)���� ���
<����. 

@�����, ��� �� ( ) 0,  1,l i l pA � �  !��	���� (9.31) ���� ���(������� 
��+���, ��
 	���
���� !�
�	�: 

1) 	�� ���� ����������������� !��	���� 1
1 ... 0p p

pa a7 7 �� 
 � � �  �� 
���!
< ���)+� ���(�; 

2) ��������
��� i
k�  ���� ��
�*��
)�!< �
������) 	 ����	�
� [~d, d] �
� 

���������� d>0; 
3) ����
<���� 	�
��� �����	����� ������� ����(� k �A A C ���)+� 

���(� ( kA A ~ ���������	� ����	�����).  
 

��;%�/+' 9.1. :�(�� (�/$��&+(%;% $(�@�(/> =�/$(��� (�+�/#�+�)  
	!��: ���
<���� ������� { }kx . 
	�!��: �(���� ���������	 * * * *

1 2( ,  ,  ...,  )T
pa a a�$ , �(���� ���!���	!<=��� 

������� ������� kx . 
1. J����� ������	�� ������� h. 
2. ����
��� ������ ������	� ���
<���� ������� x, 

1/22 1inf{ : }h nn M h � �� � , ��� 1 1
1

n T
n k k

k
M X X� �

�
� � . 

3. @�����
��� ���
���	���
)�!< �(���! * * * *
1 2( ,  ,  ...,  )T

pa a a�$  	������ 

�(��	����� ���������	 ����
 1 2( ,  ,  ...,  )T
pa a a�$  �� ����!
�: 

1*
1

1
,  

h

h k k k
k

M b X x



�

�
�

� 
 
�$ ��� 1
1 1

1

h

h
T

k k k
k

M b X X



�

� �
�

� 
� , 1,  
,  

h
k

h h

k
b

k


( 
+�

� � ��
, 	�
�-

�� h(  !��	
��	����� !��	���< 
211

1 1 1 1
1

h

h h

T T
k k h

k
h X X X X



 (
��

�
� � � �

�

0 1� ��2 3
4 5

. 

4. ����
��� ���!���	!<=�� ������� ������� x �� ����!
�: 
* *
1 1( ) ... ( )k k p k px a k x a k x� �� 
 � � 
 . 

	�����: kx . 
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��/'�� 9.4. >�������� �����, ��� �������	
��� ��
����� ������� 
�(���� 	������ ���������	 1 2( ,  )Ta a�$ , ��
!������ 	 ���!
)���� ������ ��-
�
���	���
)��� ���(��!��, ����	����� �� ������ �����)+� �	������	, � 
���*� 	��������� ������� ����	��� �����������: h � ��
����	� ���
<��-
��, h � ������� 	S($1

*), S($2
*) � (���
. 9.3)  ���
. 9.3���� �	����	 ����
�-

*����� ���(��!�� ����
��	�
�� ���(��� (9.31) 	������ �������:  
1 1 2 2( ) ( ) ,  ( ) ( ) ( ),  1,2k k k k l l l lx a k x a k x a k a i k l� A `� �� 
 � 
 � � � 
 � . 

  
 

$����� 9.3. 	�����%��� !������������� �������� 
 

�1 �2 h h S($1st
*) S($1

*) S($2st
*) S($2

*) 
0.1 0.5 50 53.04 0.161 0.560 0.062 0.083 
-0.45 0 200 271.9 0.063 0.426 0.026 0.096 
0.3 0.3 200 273.2 0.091 0.342 0.002 0.081 
 
	�����. �
� ��������� ���(��!�� ��
!���� �(��� ���	������� ���-

���� ������� (����!��) �������	, ������(� � ������� ������� 	 ���� 
������, 	�-���	��, �
�*�� �
����� 9.1, �� ����!<=� *����� ��������� 
�� ��������
��� +!��	 (������ ��� �����	��� ��!���	���); 	�-	�����, ��-
����� �
����� 2.5 ����
��	��� �� 	��������! ���! �� ����	� ����=����� 
F��
���	  ����������( ����
 �	���������. 3���
��	��� ������
� ��-
�!=���	����� ���
�� 	 ���!
)����� (�
� ���(�������� ���(����) � ��
)+� 
����!=���	�� 	 ��������  ������� ���
��( 	������ �������, 
+������ 
��������
������ 	 	����� ������� �	��������� (�� �������� ��������-
��� ������, �������, ����
�� ARCH(�) �������� ����=��)�� � �
+��� 
��
)+� �������� ��������� �). ?� ��
���	�� 3-� �������	 � ����
��-
	��< �����(�������� ���(���� (�� ������ +!��) 1-� ������ ������
 
!�-
+� ���!
)���� �� ���)+�� ��
� ������ (������ ���� ���
<���� k=20-25). 

>��!
)����, �������	
����� 	 9-� �
�	�, ����� ���������� �� �����!, 
��!�
��	��� 	 ������� [24, 62, 63, 90, 91, 145, 146, 174]. 



219 
 

����M����� 
 
� ���� �������	
�� ����� ������	  �����
��(� ����� ��������	��� 

�������� �
�*���� ����������� ������� � (�
)< �������� 	 ������(-
�����  ����������� ����
 �(��	��� �������� �
�*���� ������� �� ����-
	� 	�������� ����	. 

>���������� ����
 	��	
��� ���������������  ����	����	!<=� �
-
������ ��������	��� �������� �
�*���� ����������� �������: 

� ����
) �� ����	� ����=����� F��
���	 ��������, ��<=�� 	����*-
����) ��+��� ���� �����: ��������	��� �������� �@, ��	����� �������� 
�����	�*������ ����������� 	�������� �����; ��
�*	��� 	��������� ��-
��; �������( ������ ��������� 	��������� ����; 

� ����
) ��������!�( �������� �@ �� ����	� ����=����� F��
���	  
����������( ����
 �	���������; 

� ����
) 	��	
��� ��������������� (�������	  � 	���	�� ��F��(-
����	) �� ����	� ���������� ������� � ��������	��< �������� ������-
����� �������  �����
��� �!
)����*���	; 

� ����
) 	��	
��� ��������������� ��� ������ �����(� �	����	��� 
�� ����	� ������
)���� ���	��������  ��������-������(������ �����-
�� � ��������	��< ��������; 

� ����
) ���*��	��� ��������� ������	 �
)������	 � (�
)< ���-
�������� �����������
)���� �(��	��� ������	  �
������	 ��������	�-
�� �������� �@ �� ����	� ��
������ �	���� ������	. 

A� ����	� ������
����� ����
�� ����
�*��� ������� � ��+��< ����-
��� ���
����� �����: 1) ��������� ����
 ���
<����
� �� �����	��� 
!���	
�� ($�$>) F
�����-���������� ��������; 2) F��
�������� �����-
����	���  ���������	���; 3) ����
��	��� �������� �����	)� ��(���� 
�
� �(���  �������� ��� ��������; 4) ����������� ���	������ ������� ��-
��!��	 	 ����� ������. 

#�
�*����� ����
  ����	����	!<=� 	���
��
)�� ���
�!���� ��-
����  �
������ ���!� �
!*�) ����	�� �	��������	����� �������� ��-
���(������� 	�������� ����	 � ��
������ �������. 

 
�������	����. '���������� ��
���	���  ����������� ������(� 

������	  ���
�!<=� � �
������	 ��!=���	
�
�) 	 ����	����	 � �����-
��� >LL# (� 09-01-99014 �-��, � 10-01-00462-�).  

��
)+���	� ���!
)����	 ��� ���
���	�
�) �� ��������, �!��	��-
��� �.�.�., ����������� '?� �.�. �!����	��, �����		+� ���
���!< �����! 
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��������	��� �������� ����������� ������� 	 ���
)��� 	����� � (�
)< 
�������� ������������ ������( �
� ������( !���	
���43. 

$	���� 	���*�<� �
!���!< �������
)����) �.�. ?���!����!, ������! 
��������� ��!�, ���������! '��, �� 	�����
)��� �������� �!����  
(�����  ��
������ ��������, ��������	!<=� �� !
!�+��<.  

$	���� 	���*�<� �
����������) Q.>. R�<, �.�.�., ��(���! '?�, �� 	�-
��
���� �������	 (�
. 2, 5); $.A. 3���	�(�	!, �������! '?�, �� ���������! 
������������ ����
���� IReDSS (�. 8.3) 	 ������ ����� �� �����! >LL# � 09-
01-99014 �-��; �.". D�������	!, �������! '?�, �.�. >�����	!, ������! 
'?�, �� ���������! 2-� ����
�� ����������� �	����
� 	 ����� MatLab; 
#.". 3��������, ".3. �!���	��, �.Q. ���
)�����, D.$. ������	��  ��. ��-
������  ����
�	��� ������� P3#" '�"�>, �� ������� ������������ ����-
������ �� ����	� �
������	 �
�	 2, 9. 

������������������������������������������������������������
43 "	����
)��	� �� ��
���!< ����
) «"����� !���	
��� � ��������	���� ������	 ���-
������ �������� �������������� �������» [144] 



221 
 

�������
�� 
1. Anishchenko V.S., Pavlov A.N. Global reconstruction in application to 

multichannel communication // Phys.Rev. E. 1998. – V. 57. –P. 2455–2457. 
2. Astolfi A., Ortega R. Immension and invariance: A new tool for stabili-

zation and adaptive control of nonlinear systems // IEEE Trans. on Automatic Con-
trol. – 2003. – Vol. 48. – No. 4. – P. 590–605. 

3. Baake E., Baake M., Bock H.G., and Briggs K.M. Fitting ordinary dif-
ferential equations to chaotic data // Phys. Rev. A, 1992. - V. 45. - No. 8. - 
P. 5524–5529. 

4. Feigin A.M., Konovalov I.B., Molkov Y.I. Toward an understanding of 
the nonlinear nature of atmospheric photochemistry: essential dynamic model of 
the mesospheric photochemical system. // J. Geophys. Res. 1998. – V. 103. – 
� D19. – P. 25447–25460. 

5. Granger C.W. Developments in the Study of Cointegrated Variables. - 
Oxford Bulletin of Economics and Statistics. - Vol. 48. - 1986. - pp. 213-228. 

6. Györfi L., Kohler M. and Walk H. Week and strong universal consis-
tency of semirecursive kernel and partitioning regression estimates // Statist. Deci-
sions. – 1998. – V. 16. – P. 1–18. 

7. Ho D.L., Kolomeiseva M.B. Adaptive fuzzy logic control of robot-
manipulator // IFAC. Workshop on Manufacturing, Modeling, Manegement and 
Control. – Prague, 2001. – P. 157–160. 

8. Huang, et al The empirical mode decomposition and the Hilbert spec-
trum for nonlinear and non-stationary time series analysis // Proc. R. Soc. Lond. A. 
– 1998. – '. 454. – ". 903–995. 

9. Kira K., Rendell L. The Feature Selection Problem:Traditional Methods 
and a New Algorithm // Proc. 10th Nat’l Conf.Artificial Intelligence (AAAI–92). – 
1992. – P. 129–134. 

10. Kolesnikova S.I. Estimation of Unknown Values of Continuous Attrib-
utes in Databases with Noise of Two Kinds/ Pattern Recognition and Image Analy-
sis: New Information Technologies (PRIA–9–2008). Proceedings of the 9th Inter-
national Conference.  Vol. 1. – Nizhni Novgorod, 2008. – P. 309–312. 

11. Kolesnikova S.I., Yankovskaya A.E. Estimation of Significance of Fea-
tures for Tests in Intelligent Systems// Journal of Computer and Systems Sciences 
International. – 2008. – Vol. 47, No 6. – 930–943. (ISSN 1064–2307, Pleiades Pub-
lishing, Ltd.) 

12. Lorenz H.W. Nonlinear Dynamical Economics and Chaotic. – Mo-
tion.Berlin: Springer-Verlag. – 1993. – P. 319. 

13. N.G. Zagoruiko, I.A. Borisova, V.V. Dyubanov, and O.A. Kutnenko. 
Methods of Recognition Based on the Function of Rival Similarity // Pattern Rec-
ognition and Im age Analysis, 2008. – Vol. 18. – No. 1. – P. 1–6. 



222 
 

14. Narendra K.S., Annaswamy A. 3. Robust adaptive control in the pres-
ence of bounded disturbances // IEEE Trans. on Autom. Contr.– 1986. – Vol. 31.– 
� 4.– P. 306–315. 

15. Rulkov N.F. Regularization of synchronized chaotic bursts // Phys. Rev. 
Lett. 2001. – V. 86. – P. 183–186. 

16. S.I. Kolesnikova. An integrated approach to evaluating the mutual in-
fluence of attributes in test recognition // Cybernetics and Systems Analysis. 
Springer New York. – 2009. – V. 45. – � 3. – ". 446–454.  

17. Sauer T., Yorke J., Casdgli M. Embedology // Journal of Statistical 
Physics. – 1991. – Vol. 65. – � 3–4. – P. 579–616. 

18. Takens F. Detecting strange attractors in turbulence // In: Dynamical 
Systems and Turbulence. Lecture Notes in Mathematics. – Berlin: Springer–
Verlag, 1980. – V. 898. – P. 366–381. 

19. W.H. Press, S.A. Teukolsky, W.T. Vetterling and B.P. Flannery. Nu-
merical Recipes. - Cambridge, Cambridge University Press, 1997. – 1724 �. 

20. Yankovskaya A., Kolesnikova S. An Approach to Calculation of Feature 
Weight Coefficients on the Base of Multisets Formalism in Intelligent Systems // 
Knowledge-Based Sowtware Engineering: proceedings of the Sixth Joint Conference, 
IOS Press, 2004. – Vol. 108. – P. 159–168. 

21. Yankovskaya A., Kolesnikova S. On Analysis of tests in Pattern Recog-
nition Problem// 7th International Conference on Pattern Recognition and Image 
Analysis: New Information Technologies (PRIA-7-2004): �onference proceedings. 
– Vol. I. – St. Petersburg: SPbETU, 2004. – P. 141–144. 

22. Yankovskaya A.E. Minimization of Orthogonal Disjunctive Normal 
Forms of Boolean Function to be Used as a Basis for Similarity and Difference Co-
efficients in Pattern Recognition Problems // Pattern Recognition and Image Analy-
sis. – 1996. – V. 6. – No 1. – P. 60–61. 

23. Yankovskaya A.E. Test Pattern Recognition with the Use of Genetic 
Algorithms // Pattern Recognition and Image Analysis. – 1999. – V. 9. – No. 1. – 
P. 121–123. 

24. Yankovskaya A.E., Gedike A.I., Ametov R.V., Bleikher A.M. 
IMSLOG-2002 Software Tool for Supporting Information Technologies of Test 
Pattern Recognition // Pattern Recognition and Image Analysis. – 2003. – Vol. 13. 
– No. 4. – P. 650–657. 

25. $�	���� ".$., %�<��	 #."., 3�+�
�� D.�. ?��
����� ������-
��: #��
���	��� ��	�������. – 3.: L�����  ��������, 1985. – 487 �. 

26. $����	 @.D., �!���	��� @.&., ���	(�	 Q.$. ��������	
��� �-
�������� ����� �� ��������� 	�������� ����� (������ �����) // #�	. 
	!��	. ?��
����� ��
������ ������. – 2000. – '. 8. – � 1. – ". 29–51. 



223 
 

27. $���� $.3., �
���	 �.$., ?�	�
)�	 �.�., U����+� $.3. 3����� 
������
��� 	�*���� ������	 // $	�������  ��
��������. – 1997. – 
� 8. – ". 3–31. 

28. $�����)�	 �.A., Q���+�	 3.3. $��
� 	�������� ����	  ���-
������	���. – 3.: L�����  ��������, 2001. – 228 �. 

29. ����!��� �.?., "����	 �.$. 3������������ ����
��	���  
��������� 	�������� ����. – "�����	: ����AR «��

��*», 2005. – 320 �.  

30. ����!��� �.?., "����	 �.$. "�	�������� ����
��� ����
��	�-
�� �� 	�������� ����� // #�	���� "�����	����� ���!�	�������, ���. L-
���. – 2005. – '.5. – ���. 2. 

31. ���+� $.3. ���� �.A., �!
��	 $.�., L���� 3.�. 3����� ��-
���!*��� ����� 	 «��+!�
�����» ����� ������ // #��!���	����� ���
-

���. ~ 2005. ~ ". 143–158. 

32. ��<� ?.#., ������	 $."., O���� $.�., J!�	 ".$. $
����� ���-
����( ������������ ��
������ ����� �� ������
)��� ������ // 
����	
. ������  ��+��. –2004. – �1. –".12–18. 

33. ���� �*., �*����� �. $��
� 	�������� ����	. ?������  !���	-

���. ���.1. – 3.: «3�», 1971. – 406 �.  

34. ��
�� 3.�., "����	� �.#., '<�� Q.A. J����	�� ��������-
��� ���
� 
������ ����
�� 3.: A�!��, L����
�, 1997. – 288 �. 

35. �����	 Q.Q. ?�������� ��������!<=� ����
�� ������-
��� ����� �� ����	� ��
���	��� ������������ ��������!��	����� ��-
��������	 // $	�������(�  ��	�������� �����
��. – 2007. – � 2. – 
". 32–37. 

36. �!����	 �.�., ��
�����	� ".#., R�� Q.>. #������(�����  ���-
�������� ������*�� ��������	��� �������� ����������� ������� 	 !�
�-
	�� ��������
������ // #�������	����� ����
  ����� 	���
��� 	 �-
�!���	����� ���

����: ��. ��!���� ��!��	 V-� 3�*�!���. ��!���-�����. 
����. – 3.: L����
�, 2009. – '. 2.– ". 720–727. 

37. �!���� A.�., A������ Q.#., L!���	 A.$. �	����� 	 ����< ��-

������ ��
�����. – 3.: A�!��, 1987. – 207 �. 

38. �.�. ��!�
�	, M.#. �
, >.Q. ��
!��	. A������� 
����  ��!���-
	����� ��������� ���. – 3.: L����
�, 2000. – 224 �. 

39. ���� �.A. ��
�	�� %.Q., J���������� $.$., L���� 3.�. �����-
	�����  ���	���������� 	�	�� 	 ���

���!�
)��� �������. – 3.: L�-
���
�, 2004. –704 �. 

40. ���� �.A. J���� 	 ���

���!�
)��� ������� // A�	��� ##. 
2002, �6. – ". 8–18. 

41. ����� �. A., U��	������ $. &. '���� ��������	��� ������	. – 
3.: A�!��, 1974. – 416 �. 



224 
 

42. ����� �.A. ��������	
��� ��	������� �� F�������� ���-
���. 3.: A�!��, 1979. – 448 �. 

43. ���
)�	 �.$., �����	��	 $.�., ��+�� �.3. A��������������� 
�(��	��� �!��(���
�	 �� ��������
��� ���(������� ���
���	���
)��-
����. – 3.: A�!��, 2004. – 508 �. 

44. ���� %.$., �������� �.$., ��	�
���� �.". $	����������� ��-
������� �
������	, ����	����� �� �
����������� �������, �
� ��������-
	��� �����	������ ��!�(� ��������� ����� // #��!���	����� �-
��

���. – 2006. – � 2. – ". 130–134. 

45. �
)��� $.�*. P��������� ������ ����
��	��� �
�*��� ��-
���. – 3.: A�!��, 1978. – 248 c. 

46. ��
����� %.�. 3���(��	����� ����� �����(�
)��� �!��(� 
// ����� ���

���� – 2006. – � 1(64). – ". 86–92. 

47. �����(�	 �.�. ������������ ����� ���M*���� ��!���� �� 
���(�������: �	�����. ��. ����. ��.-���. ��!�. – 3���	�, 2010. – 42 �. 

48. ��

���� >. '���� ������(  ����*��� �	��). – 3., «"�	��-
���� ����», 1974. – 720 �. 

49. ����� $.$. A�	�� ������(����� �����
��� ���
�� ���(�-
��� ������. – "?�: ?�
������, 1999. – 191 �. 

50. �
!��	 �.�. '��������� ���������	��� ��������� ����� 
– 3.: '��������, 2000. – 96 �. 

51. ��!����� �.'. ������ ��
������ �����: A�������� ����� 
!�����	���  ��
�����. – �!�. ����, 2009. – 182 c. 

52. �<��	� %.�., ?����	 A.�. ?�������� ��������<=� ���(��!� �� 
���� F
���������� �
����������	 // 

www.ccas.ru/frc/papers/djukova05construction.pdf. 
53. %	
���	 D.�. ������
) ��������� �����. – 3.: A�!��, 1979. – 

431 c. 
54. E!��	
M	 Q.#. @� �
����������� ������� � ��+��< ����� ���-

�����	��� 
 �
������( // ?���
��� ��������. – 1978. – '. 33. – 
". 5–68. 

55. E!��	
�	 Q.#., �!��	� #.�. >�������	��� ������	  ���
� ��-
���*��� // #��!���	����� ���

��� 	 3-� ��. �� 2. 3���
  ������: 
"���	���� / ?�� ���. �.$.?����
�	�. – 3: >���  �	��). – 1990. – ". 149–
190. 

56. E!��	
�	 Q.#., >�����	 �.�., "��)�� @.�. >�������	���. 3���-
�������� ������. ?���������� ������. ?��������� ��������. – 3�-
��	�: L���. – 2006.  – 176 �. 

57. E!������ #.�., ��*�	���	� #.$. "������������ ����
��	��� 
���(����	. – M.: 3��, 1990. – 147 �. 



225 
 

58. J����!��� A.�. ?��
����� ������ ���
�� ������  �����. – 
#��. #3 "@ >$A, A�	������, 1999 �. – 273 �. 

59. J�
)��	� &.�., 3�+�� $.�. P
������ ���
����� ��������. – 
3.: �
�	��� �����(� ����-������������� 
�����!�� ��-	� «A�!��», 
1972. – 592 �. 

60. #	������� $.$., ����	��� �.Q., >!��	� $. �.,"��*�	 �.�. ��-
�	
��� ��!�� �������	, �������� ������� ����������� 	�������� ����	 
// 3����������� ������ ��������	��� ������	 (33>@-13): ��. ���
���	 
13-� �������. ����. – 3.: 3$�" ?����, 2007. – ". 134–137. 

61. #�����	 �.�., >�	�� ".%. #�������(� ������� 	��=���  
�����	
�<=� 	������ �������(��
��� ������ ����������� �	����
� �� 
�������� ����	  �����*��� ������� ������� // P
��������	�. – 2005. – 
� 4. – ". 32–40. 

62. #�+�	� D.#., ?����	� (��
�����	�) ".#., ������)�	� '.�.. $	-
��������	����� ������(����� ������ «q�� �����	» ($#" «q�� 
�����	»). "	����
)��	� �� ��(�
)��� �������( ���� ������ 
�970002, 05.01.1997. 

63. #�+�	� D.#., ?����	� (��
�����	�) ".#., "�	��	� @.�. $	��-
������	����� ������(����� ������ «'������� ���!���» ($#" «'��-
����� ���!���»). "	����
)��	� �� ��(�
)��� �������( ���� ������ 
�970005, 20.01.1997.  

64. ��+)�� >.D., >�� $.>. ?�������� ��������� ������������ 
����
�� �� F����������
)��� ������. – 3.: A�!��, 1985. – 384 �. 

65. ����� B.C., "�
)���	� 3.�. "��	���
)��� ���
� ������	 
�������
)����  ���!
������ ���
�*��� 	 ������� ���������	��� ��-
������ �
�*��� ��������� ����� // '�!�� ��������� ���!�����	������ 
!�	�������, ����, 2007. – '. 2. – ". 45–49. 

66. �����

 �*., "�)<��� $. 3���������� ����������� ���
�  
	�������� ����. 3.: A�!��, 1986. – 550 �. 

67. �����	 �.A. #�������(� �������	 ����� !���	
��� �����-

������� ���(����� / �.A. �����	. ��	: ���+�� +��
�, 1990. – 218 � 

68. �
� �*. "�����
���. $	�������(� ��+��� �������� ��-
���: ?��. � ���
. / �*. �
�; ���. 3.$. J!�	, ���. ��� $.#. ���
�. – 3. : >�-
��  �	��), 1990. – 538 �. 

69. �
<��	 �. #. '���� F
�������	���: !���. �
� 	!��	. – 3-� ��. 
�������.  ���. – 3.: P�������������, 2001. – 704 �. 

70. ��
�����	 $.$. @���	� ������������� ���� !���	
���. – 
3.: #"?@-"��	�, 2000. – 260 �. 

71. ��
�����	� ".#. ���	
��� ��������������� 	� 	�������� ��-
��� �� ��������	�� �������� �
�*��� �������	 !���	
��� // ?����� 
 ������. ����	
���, ������
), ���������. – 2010. – � 5. 



226 
 

72. ��
�����	� ".#. 3���� ������ ���	���� �� �(��	�� ����-
����� ������	 �
)������	 // ������	�. #���	�(. @�����	���. – 2010. – 
� 4. 

73. ��
�����	� ".#. 3����� ���
�� �������	���� ���������� 
�������	 // ������ '������� ���. !�-��. ����	
���, 	���
��
)��� ������ 
 ���������. – 2009. – � 1(6). – ". 69–80. 

74. ��
�����	� ".#. 3����� �(��	��� ��	���� �������	 �� 
�
������( ������������	�� �������	 //� ������ '������� ���. !�-��. 
?�
�*���. – 2007. – � 23. – ". 315–320. 

75. ��
�����	� ".#. 3����� ��������	��� �������� ��������� 
����� // #�	���� '?�. – 2010. – '. 316. – � 5. – ". 55–62. 

76. ��
�����	� ".#. 3�����(� ������ ���
�� ������ �
� ���-
������ ������	 �
)������	 // ?��
����� ��������� ���������. – 2009. – 
� 4(6). – ". 102–109. 

77. ��
�����	� ".#. @ �������� � �(��	��< �������	���� ��-
�����	 	 �����	�� ��������	�� // #�	���� '?�. – 2006. – � 8. – ". 23–28. 

78. ��
�����	� ".#. @��������� �������� 
������ �	���� ����-
��	 	 ������ ������ ���	���� // #������(����� �����
��. – 2010. – 
� 12. 

79. ��
�����	� ".#. "������� ������ � �(��	��< 	������� 	
�-
�� �������	 	 �����	�� ��������	�� // ���������  �������� ���
�. – 
2009. – � 3. – ". 127–135.  

80. ��
�����	� ".#., �!����	 �.�. #������(����� ������ � �����-
���	��< �������� ���������� ������ // ���������  	����� �����
�-
� XXI 	��� (C&T-2009): ��. ���
���	 X 3�*�!���. ��!���-�����. ����. – ��-
����*: A?L «"��	���» @@@, 2009. – '. 1. – ". 54–64. 

81. ��
�����	� ".#., �!����	 �.�. ?����� � ��������	��< �������� 
���������� ������ �� ����	� F�����  �����
��� �!
)����*���	 // 
?��
����� ��������� ���������. ?�
�*���. – 2009. – � 1. – ". 109–111. 

82. ��
�����	� ".#., �!����	 �.�. >�������	��� �������� ������-
���� ������ // R���	�� ��������� ����
�	  �� ��������: ��!�� 
>���.��!���-�����.��=���	� ���������, F
�������  �	�� �. 
$.".?���	�, ���
��� 11-� 3�*�!���.����. ���!��: XI – 2. – 2009. – ". 619–
622. 

83. ��
�����	� ".#., �!����	 �.�., 3���	�(�	 $.A., R�� Q.>. #�-
�����(����� ������ �
� ��������	��� �������� ������������� ������ 
// ?���������� ����!���  ������. – 2010. – � 4. 

84. ��
�����	� ".#., �!����	 �.�., R�� Q.>., 3���	�(�	 $.A. #����-
��(����-������������� ����������� ������	� �
� ��������	��� �������� 
��+!�
������ ����������� ������� // #������(����� �����
�� 	 ��!��, 
������	��, ��
�����!���(, ������ (IT+S&E`09): ������
� XXXVI 3�-



227 
 

*�!���. ����. – ������, ����, &
��–�!��!�: ?�
�*��� � *!���
! «@����-
��� ������	���», 2009. – ". 92–94. 

85. ��
�����	� ".#., ��
����� %.�. ?����� � ��
�*	��<  �������-
�!�( ����� �������� �������������� ������� �� ����	� ����
 F��
���	 // 
#�	���� '?�. – 2010. – '. 316. – � 5. – ". 34–40. 

86. ��
�����	� ".#., D�������	 �."., R�� Q.>. #��
���	��� ������	� 
��������	��� �������� ������������� ������ // #������(����� �����
�-
�. – 2010. – � 6. – ". 56–62.  

87. ��
�����	� ".#., 3���	�(�	 $.A., R�� Q.>. #������(����-
���
������� ������*�� �������� ��+!�
����� 	�������� ����	 // ����)<-
������ ��!�  �����
��: ��. ��!��	 ?��	�� 3�*�!���. ��!���-�����. ����. 
– ��
�����: ��, 2009. – U. 1:– ". 186–190. 

88. ��
�����	� ".#., 3�*���� �.#., R�� Q.>., &���	���� $.%. $
��-
���� 	����� �����
)���� ���*���	� ������������� ������������ ���-
��	 	 ���

���!�
)��� ������� ������*� ������ ��+��� // "������� 
���
�  ������(����� �����
�� ("$#'-2005): ��!�� ���	�� 3�*�!���. 
����. 	 2 �. – 3.: �������, – 2005. '. 1. – ". 256–262. 

89. ��
�����	� ".#., R�� Q.>. @(���� ������	� ��������	��� ������-
�� ����������� ������� // 3����������� ������ ��������	��� ������	 
(33>@-14): ��. ���
���	 14-� �������. ����. – 3.: 3$�" ?����, 2009. – 
". 368–371.  

90. ��
�����	� ".#., O��(�	 �.$. ?����� � ��+��< ����� �(��	�-
�� �������� F��
��������� ������� // P��
������� ������  ������. – 
2010. – � 8.  

91. ��
�����	� ".#., &���	���� $.%. ����� �����
)���� ������*���-
	� �����	 � ��������� ���!�( �����������
)���� 	�����  ������ ���-

�� ������ // "������� ���
�  ������(����� �����
�� ("$#'-
2009): ��!�� ����)�� 3�*�!���. ����. – 3.: URSS, 2009. – ". 278–284. 

92. ��
�����	� ".#., &���	���� $.%. � 	�����! 	���
��� 	���	�� ��-
F��(����	 �������	 	 ���

���!�
)��� ������� ������*� ������ ��-
+��� �� ��
)+�� ���������� �������	��� ����������	� // ������ '��-
����� ���!�����	������ !�	�������. ?�
�*���. – 2006. – � 18 – ". 223–227. 

93. ��
�����	� ".#., &���	���� $.%. � 	���
��< 	���	�� ��F��(-
����	 �������	 	 ���

���!�
)��� ��������� ������� // 10-� ��(���
)-
��� ��������(� �� ��!���	�����! ���

���! � ��*�!�������� !������ 
(�##-06). – 3���	�, L����
�, – 2006. – '. 3.– ". 783–791.  

94. ��
�����	� ".#., &���	���� $.%. � ������
��< 	���	�� ��F��-
(����	 �������	 	 ������� �����	��� ��������	��� // #���

���!�
)��� 
������ (AIS'06), #���

���!�
)��� "$?> (CAD-2006): ��!�� 3�*�!���. ��-
!���-�����. ����. – 3���	�: L����
�, 2006. – '. 1. – ". 335–344. 

95. ��
�����	� ".#., &���	���� $.%. 3����� �(��	��� 	���	�� ��-



228 
 

F��(����	 �������	 	 ���

���!�
)��� ������� ������*� ������ ��-
+��� // IX A�(���
)��� ��������(� �� ��!���	�����! ���

���! � ��*-
�!�������� !������ (�##-2004): ��. ��!���� ��!��	. – 3���	�: L����
�, 
2004. – '�� 2. – ". 833–841. 

96. ��
�����	� ".#., &���	���� $.%. @���	����� �� �!
)����*���	�� 
������ ������
��� 	���	�� ��F��(����	 �������	 	 ���

���!�
)��� 
������� // #���

���!�
)��� ������ (AIS'07), #���

���!�
)��� "$?> 
(CAD-2007): ��!�� 3�*�!���. ��!���-�����. ����. – 3���	�: L����
�, 2007. 
– '. 2. – ". 198–206. 

97. ��
�����	� ".#., &���	���� $.%. @(��	��� ��	���� �������	 
	 ���

���!�
)��� ������� // "������� ���
�  ������(����� �����
�-
� ("$#'-2007): ��!�� 	����� 3�*�!���. ����. 	 2 �. – '. 1. – 3.: URSS, 2007. 
– ". 137–140. 

98. ��
�����	� ".#., &���	���� $.%. @(��	��� �������	 	 ���

��-
�!�
)��� �����	�� ��������<=� ������� �� ����	� F����� // #���

���!-
�
)��� ���
� ������( (#$#-2007): ��. ��!��	 VII 3�*�!���. ����. – �-
�	: «?���	i��», 2007. – ". 159–168. 

99. ��
�����	� ".#., &���	���� $.%. @(���� �������� �������	 �
� 
�����	 	 ���

���!�
)��� ������� // #�	���� >$A. '����  ������ !���	-

���. – 2008. – � 6. – ". 135–148. 

100. ��
�����	� ".#., &���	���� $.%. "���������� ������ � �(��	�-
�< ��	���� �������	 	 ���

���!�
)��� ������� // 3����������� ��-
���� ��������	��� ������	 (33>@-13): ��. ���
���	 13-� �������. ����. – 3.: 
3$�" ?����, 2007. – ". 143–146. 

101. ��
������	 $.A. � 	�����! � ��������� ��������� ��������-
��� �!��� ����!
 ��������. – 3.: J�	������ 
���������, 1933. – � 1. – 
". 164–167. 

102. ��
����(�	� 3.�., q� �.D. $����	��� ������ !���	
��� �-
�������� �������� �� ���� ���M��� ���!
�����	. 3.: "�!���+, 2002. – 
140 �. 

103. ����
�	 #.?. 3������������ ����
��	��� F
��������� ��-
+�. – 3.: ���+. +�. – 2001.�– 327 �. 

104. ��+�� �.3., D�������	 �.". ?�
!���!�������� ������������-
���� �������(� !�
�	��� �!��(���
�	 �
�����	���� ���
���	�-
��
)������ // ������ '��. ����	
���, 	���
��
)��� ������  ������-
���, � 1(2), 2008. – ". 57–68. 

105. �����	��� $.$. 3������������  ���
����� �����. #�������� 
��!��. – 3.: A�!��, 2002. – 362 �. 

106. �����	��� $.$. "�	�������� ���
����� ����� !���	
��� (	 3-
� ������). U. I. «@�����(����� ������ 	 ���� !���	
���» / ?�� ���. 
$.$. ��
�����	�. – '�������: '>'�, 2000. – ". 268–311. 



229 
 

107. ������ A.O., ?!��� �.$. P����������. – 3.: QA#'#-�$A$, 
2002. –311 �. 

108. �!�p�	(�	 �.�., $�����	 $.%. '���� �����	��� ��������	���. – 
#���

���!�
)��� ������. – 2006. – '. 10. – 	��.1–4. – ". 95-140. 

109. �!���(�	 ?.#., ?��
�(�	 D.$., �������� �.". ������
)  ���� 
������	������ 	 �
�*��� �������. – "�	������ >���, 1969. – 240 � 

110. �!� Q.�., D�	���	� %.#. "������
)��� ����� ��������	��� ��-
������ ��������� ����� // ����’<����§ �����, ����*§ �� �����. – 
2007. – � 6 – ". 133–140. 

111. �!
����� �.". @ ��	���� �������	�� 	���!=����� �	�����-
���	����� 
������ ����� // ���
��� $A """>. – 1949. – '. 68. – � 5. – 
". 73–79. 

112. �!
)��� C. '���� ������(  ��������. ~ 3.: ~ A�!��, 1967. 
– 408 �. 

113. D����	 @.#. '����  ������ ������ ��+���, � ���*� q���-
�� ������ 	 ��
+����� �������: ������. #��. ����)�, �������.  ���. – 3.: 
��	���������� ����, D����. – 2006. – 296 �. 

114. D����	 �.3., ?�
���	 $.@. #������������ 
 �!�) � ��! 
�������� �����. – "��.: #��-	� "���'�, – 1999. – 196 �. 

115. D!(���� %.�. >��������� ������
�� ������ �����	��� $"� 
�
�*��� �������� �� ����	� �������� ����
�� ��������	��� ������	 
 ������ ��+���. ��... �.�.�. – ���������: �!��'�. 1999. – 187 �. 

116. D)<�� D. #�������(� �����. '���� �
� ��
)��	���
��. – 3.: 
A�!��, 1991. – 432 �. 

117. 3��+�� #.�., A�����	 �.@., L�����	 $.D.. A�
������  
�����	��� !���	
��� �
�*��� ��������� �������. – "?�.: A�!��, 
2000. – 562 c. 

118. 3���
�	 Q.�. 3����������� ����	� ��	�+��� ������� ���-
������	��� ��
����	����� ����������� ���(����	 (	 ������, F�����-
��, F��
��, ��(�
��, ������). – 3.: @@@ #�����
)��	� «A�!����
��-
���», 2000. – 206 �. 

119. 3����	 A.A. 3����������� ����� ��������� ���
��. – 3.: 
A�!��, 1981. – 488 � 

120. 3���
) �.�., 3!��� #.�. "������ �����	��� ����
 	 ���!�-
�!���� ���
�� ����
�	. – 3.: L����
�, 1999. – 352 �. 

121. A������ Q. #., '��
�� D. �. $��
� ����	�� ��������� �����-
������ ��������� ����� ������� ��������	��� �� ����	� �������-
��� 	�������� ����	 // 3����������� ������ ��������	��� ������	 
(33>@–13): ���
��� XIII ������c. ����. "����� ���
���	. – 3.: 3$�" 
?����, 2007. – ". 191 – 193. 



230 
 

122. A������	 #.#., ��*�	���	 Q.$., >������ �.Q. J���� ��!�-
��	������ ���

���� 	 F��
�������� ���������	�� // ���
��� ������ 
��!�. - 2007. – '. 414. - � 15. – ". 52-56.  

123. A�	��	 $.$. @ 	����� 	����� �!�� ����������� �
!������ 
	�
�� � ��	�
������ ��
��� // '���� 	�����������  �� ��������. ~ 
1981. ~ '. 26. ~ � 2. ~ ". 287~301. 

124. A�	��	 $.$. @� �(�����  ������������� ��	���� 	�������-
���� ������������ ���	*��� ����( �!���� ����	���� �
!������ 	�-

�� // #�	. $A """>. "��. 3��������. ~ 1980. ~ '. 44. ~ � 4. ~ 
". 868~885. 

125. A�	(�� ?. �., J����� #. $. @(���� �����+������ ���!
)����	 
�������. – D.: P�������������, 1991. – 304 �. 

126. A��� �.�. ����=����� 	����� ������ ���
�� ������ �� ��-
��	� ��
������ �	���� ������	 // E!���
 	���
��
)��� ��������  
������������� ���. – 2004. – '.44. – � 7. – ". 1259-1268. 

127. @�
�	 Q.A., @���� �.?. $��
� �����(������� 	�������� 
����	 / ?������ #?3 �. 3.�. ��
��+� >$A. – 2007. – � 36. – 24 �. 

128. @�
�	 Q.A., @���� �.?. ?�������� 	��������� �!��( ���-
�����
��� �
� ���������	��� �����(�������� 	��������� ���� // 3���-
�������� ����
, 2008. – � 9. – ". 23-33. 

129. ?�=���� L.L. �	����� 	 ��������
)��� ������ ����
��	��� 
�����. � 2-� �. U. 2. #�������(� ��
������ �����. – 3.: L�����  
��������, 2007. – 288 c. 

130. ?����!��	 L.#., '�������� L.?. �	����� 	 �������� ���
�. – 
3.: ���+�� +��
�, 1989. – 367 �. 

131. ?����	��� $.�. ��������	���  �
������(� �������	 � 
����	����	�� �������� // A�	��� ��!���	������ ���

����. – 2003. 
– � 4. – ". 34–43. 

132. ?����	��� �.�. ��
����	����� 	�*����) ������	 // $	����-
���  ��
��������. – 2000. – � 5. – ". 110–123. 

133. ?����	��� �.�., A��� �.�. ?�����-�����
)��� ��+��� ���-
��������
)��� �����. – A.: A�!��. – 2007. – 255 �. 

134. ?�
�� �.'., ¨������	 ?.".  >�������� !�����	���)  !���	
���. 
3.: A�!��, 2002. – 303 c. 

135. ?����	 Q."., ���
�	 @.A., ?����	 A.?. #�������(�  ���-
���(� ��
������ ����������� �����. – 3 P�����, 1976. – 440 �. 

136. ?����
�	 �.$. ������  �����. #��!���	����� ���

���: 	 3 ��. 
��. 2. 3���
  ������: "���	. – 3.: >���  �	��), 1990. – 304 �. 

137. ?����+	
 #.�. P���������  ��!�� �������� �����������-
��: ������� !���	
��� �
�*��� �������. – 3.: A�!��, 2003. – 428 c. 



231 
 

138. ?����	� (��
�����	�) ".#. @ �	!��������� �(���� ����*���� ���-
������ ����� ������ � ����������� �����	��	���� // A���*����)  
������
) ������	�. – 1991. – �3.-  ". 9-14. 

139. >!����	 �.�., U���	� Q.�. $
���������� ������ � ����
��� 
������ ��!������ �
������	 	���
��� ������	 // ���
��� >$A. - 2003. 
-'. 388. - � 1.- ". 33-36. 

140. ".#. ��
�����	�, $.%. &���	����. ������������� ������� � �(��-
	��< �������	���� �������	 	 ���

���!�
)��� ������� ������ ��-
+��� 3�*�!��� //�'�!�� ������������ L$3' 2008 ����. – ����������, "�. 
L����. ��	������. – 2008. – �. 2. – ". 109–115. 

141. "��� '.D. ?����� ��+���. 3���� ���
�� ������. – 
3.:>���  �	��).  – 1989.  – 311 �. 

142. "����	�
�	 Q.&. ��!���	�� !��� �������
)���� ���	�������	� 
�
)������	 	 ������� ������ ��+��� // ���������  �������� ���-

�. – 2003. – � 6. – ". 141–145. 

143. "����	�
�	 Q.&. @��������� �������� ������ ���
�� ����-
�� �� �(���� ����
�� �� ��������� ������� // ���������  �����-
��� ���
�. – 2004. – � 5. – ". 15–19. 

144. "	����
)��	� �� ��
���!< ����
) 86021 >L, � 2009114963/22, 
3?� G05B13/00. "����� !���	
��� � ��������	���� ������	 ��������� 
�������� �������������� ������� / �.�. �!����	, ".#. ��
�����	�. J��	
��� 
20.04.09. @�!�
. 20.08.09. �<
. � 23. – 3 �. 

145. "	����
)��	� �� ��(�
)��� �������( ��������� P�3 
� 2010620277. ���� ������ ���!
)����	 F
�������������  ��!������� �-
������ ���������� ���(����	 / $.$. �����
)��, �.�. �!����	, 
".#. ��
�����	�, $.A. 3���	�(�	, D.�. &	���	�. J��	�� 2010620117. ���� ��-
��!�
. 19.03.10. J�������. 14.05.2010. 

146. "	����
)��	� �� ��(�
)��� �������( ��������� P�3 
�2010610441. #���

���!�
)��� ����
) ��������	��� �������� ������-
��� ����� «IReDDS» / ".#. ��
�����	�, �.�. �!����	, $.A. 3���	�(�	 
Q.>. R��, �.". D�������	. J��	�� 2009616425. ���� ����!�
. 16.11.09. J���-
����. 11.01.2010. 

147. "��M����	 �.�. #�������(� F����������� ����� �� ��-
��	� ����
�� �	���������. – "�����.:$A@ «#��. "AR >$A». – 2004. – 
243 �. 

148. "�����	 �."., D!(���� %.�. "���� �����	��� $"� �
�*��� 
������� � ��������� ����
�� ��������	��� ������	 //�

http://lc.narod.ru/aidos/Public/St60.htm 
149. "��������  ����
��� ���� !���	
���: ������ ��!���� 

��!��	 / ?�� ���. $.$. ��
�����	�. – 3.: L#J3$'D#', 2004. – 504 �. 



232 
 

150. "��*�	 �.�. 3����� ��!��	���� ����*���� ������������ 
����
��. – 3.: �R >$A, 2008. – 62 �. 

151. '��� �.'. '���� �����	. - 3���	�: 3�, 1988. – 314 �. 
152. '�����	 L.%., $���� �.$., �����	 �.#. '�������� ����	� 

������(����� �����. – 3.: P�����,1979. – 511 �. 
153. '�����	 ".$. A������������� / $. A. ������), �. D. �!��-

�����	���, $. A. ����  ��. – A�	������: A�!��. "������ ������-
��� >$A, 1998. – 296 �. 

154. '���!��	 $.L., ��
!���	� ".A., &���	���� $.%. @(���� ������-
�	���� �������	  ������ ��!��<=�� 	����� 	 ������ ��������	��� 
������	 // 3����������� ������ ��������	��� ������	 (33>@–9): ���
�-
�� 11-� ������������ ��������(. – 3���	�, 1999. – ". 108–111. 

155. '��+�	 ".$. ����	
��� ����� 	�����	������� ����� ��-
����� �������!��!�  �������� / �����������) ������� �������!�-
�!�  ��������: ��. II ������������ ��!�.-����. ����. – %�������!��: 
��@ >$A, 2008. – C. 7–9. 

156. '! �*., �����
�� >. ?��(�� ��������	��� ������	 / ?��. � 
���
. ?�� ���. Q.#. E!��	
�	�. – 3.: 3�, 1978. – 411 �. 

157. '���� $.A. #�������(� �����(������� F���������� ���-
(����	 �� ����	� ��������-��	����<=� ����
�� �	��������� // #�	���� 
���
)����� ���!�����	������ F������������ !�	�������. – 2004. – � 9. – 
". 44–51. 

158. '<�� #.Q., '�����	 �.$. $�����(� 	 ��
������ ��������� 
������� / "����-?�����!��: D�#, 2008. – 384 �. 

159. L�� D.3. "���
�, �����, �+��. – 3.: >���  "	��), 1984. – 
256 �. 

160. L
���� �., >+�
 >. @����
)��� !���	
��� ���������	��-
���  ������������ �������. – 3.: A�!��, 1978. – 316 �. 

161. q���� ". A�������� ���. ?�
��� �!�� (���. � ���
.) – 3.: 
«�
)���», 2006. – 1104 �. 

162. O����	 #.L. ��
����	����� �(���� 	�*���� (�
�� // #�	���� 
>$A. '����  ������ !���	
���. – 2003. – � 1. – ". 78–86. 

163. O���	 $.A. ����������). – 3.: A�!��, 1980. – 575 �. 
164. O�
���	 D.$. #��
���	��� ������ �
���� ��������� ���(�-

�!� ��

���	���� 	����� // A�
������ ������  !���	
���. ���. 5. – 
3.: L����
�, 2007. – 400 �. 

165. O�
���	 D.$. @ �����	����� ������( ������� ������	 // A�-

������ ������  !���	
���. ���. 6. – 3.: L����
�, 2008. – 340 �. 

166. O!��� Q.". A��������	�� �
������ ���������	��� ������  
����� ����	������	 	 ����������� 	�������� ����� // #��!���	����� �-
��

���. – ����(�, 2004. – � 2. – ". 211-215. 



233 
 

167. O!���� $.3.. ?��
����� ���������. - 3.:L�����  ������-
��, 2005. – 224 �. 

168. O!���� �. ���������	����� ����. �	�����. – 3.:3�, 1988. – 
240 �. 

169. P���� �. A�����(����� ������ ������������ ������������� 
���
��. – 3.: L�����  ��������, 1988. – 263 �. 

170. &��	
�	 �.A. L!��(���
)��� ����������	�. – 3.: 3L'#, 2000. – 
128 �. 

171. &���	���� $.%. ��
�����	� ".#. "��	���
)��� ���
� ������	 ��-

!���� 	���	�� ��F��(����	 �������	 	 ������ ��������	��� ������	 // 
3����������� ������ ��������	��� ������	 (33>@–11): ���
��� 11-� ���-
��������� ��������(. – 3���	�, 2003. – ". 227–229. 

172. &���	���� $.%., ��
�����	� ".#. 3����� ������
��� 	���	�� ��-
F��(����	 �������	 	 ���

���!�
)��� ������� // ������ '��. ?�
�-
*���. – 2004. – � 9 (II). – ".�76–83. 

173. &���	���� $.%., ��
�����	� ".#. @ ������� �!
)����*���	 � 
������ 	���
��� 	���	�� ��F��(����	 �������	 	 ���

���!�
)��� ���-
�����<=� ������� // #��!���	����� ���

���. ������, ����(�: A�!�� i 
��	i��. – 2004. – � 2. – ". 216–220. 

174. &���	���� $.%., ��
�����	� ".#. @(��	��� ���!
)���	���� 
��!��	�� �����
)���� ��������	 ������
)��� �<�*����� !���*���� // ��-
��� ��	��������� ������	������. – 2008. – � 9. – ". 39–41. 

175. &���	���� $.%. D������� �����  ������	� �����	��� ����� 
	 ���

���!�
)��� ������ // A�	�� ������(����� �����
�� 	 ��
�-
��	�� ��������� ���!��!�: ���
��� 3-�� ������. ����. � ��*�!���. !��-
����.  – '����: #��-	� "@ >$A, 2000.  – ". 163–168. 



234 
 

����!���� 
����!���� � ;���� 2 
&������������ �����'��	���2.1.  

?������	� Z-���������	��� �!��( xk=f(k�) ������-��(���
)��� 
�!��(��: 

� � � � �
� �

0

0

0

= , .

p j
j

jk
k q jk

j
j

p z
P z

X z x z p q
Q z q z

*
�

" ��
*

��

�

�
* *� � � +"�

�
. (?2.1) 

?�������!�� ��	����	� (?2.1): � � � �
� �

1
Q z

X z
P z

� . A� ����	�� ������� � ��-


�� ������
���	 (� ��������) �
� 
<��� �	!� ������
���	 Q(x)  P(x) ��*�� 
���� ���� ������
��� G(x)  R(x), ��� Q(x)=G(x)P(x)+R(x), ����� ������) 
R(x) ���)+� ������ G(x) 
 *� R(x)=0, � ������
��� G(x)  R(x) ������
�<�-
�� ����������. @��<�� �
��!�� ����	��
	���) �������	
���: 

� � 1 2

1 2
0 0 0

1
p p rj j j

j j j
j j j

X z b z b z r z
* * *

� � �

� � �

0 1
� �� � �2 3

4 5
, 
 � �

0 0
1

p rj j
j j

j j
X z b z r z

*
� �

� �

0 1
� �� �2 3

4 5
, 

p>r*. >�����	 ����� , ������� � ��
!������! 	���*��< �������� Z-
���������	���, ��
!�� �� ����	� �	����	� �����*� Z-���������	���: 

0
( ) ( )

p
j

j
a x k j k6

�
� �� , ��� 6(k) – ��	�
 ���������. @��<�� �
��!�� ����	��
-

	���) 1-� ���� !�	��*���� 2.1: 
1

,  .
p

k j k j
j

x a x n p�
�

� B 	�  

"���	��
	���) 2-� ���� !�	��*���� 2.1 �
��!�� � ����	��
	��� ��-
	����	 �
� �������	 ���
<���� k,…, k-p+1, k	p:  

xk =yk - � k, …, xk-p+1=yk-p+1- � k-p+1, 
������		 ������� 	 yk=xk+�k, k	p, ��
!�� ������������!< �	���������<: 

� �
1 1 1 1

.
p p p p

k j k j k j k j k j k j k j k j k j
j j j j

y a x a y a y a� � � � �� � � � �
� � � �

� � � � � � � �� � � �  

��	��*���� 2.1 ��������. 
 

&������������ �����'��	���2.2.  
� ������	����� ����������	� �	� F
������ ��	��, ��
 ����� � �����-

�� ��	�� �!
<. A���!��� ���	���), ��� �!��(� r(!, )=||!-||, !, �X�L, !��	-

��	����� 	��� ������� �����, �.�. 
������ ������	����� ����������	� 
�	
����� ���������,  ��F���! 	 �M� 	����� ��*�� !��������) 	�
���: 
r(f, f1), r(f, f2), …, r(f, fn), ��� r(f, f�)=|| f - f�||:  
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r(f, fj1) � r(f, fj2) �… � r(f, fjn). 
'��� �������, 	���� «
!�+��» ���������!<=�� �!��( �
� f �	�-

��� � ����*����� �!��( fj1, ��������� �� ������� ����
)��. 
��	��*���� 2.2 ��������. 
 

&������������ �����'��	���2.3.  

A��������� !�
�	�� ����
)���� �!��( 
1 1

i ip
i

l j l j
l j

y a y
K

@ �
� �

0 1
* *�2 32 3

4 5
� �  

�� ������ �(����� ���������	 �	
����� 	���*���: 

� �
1 1 1 1

0,  
i i i ip p p

i i
l l j l j l j l l j l j

l j j j
sign y a y y y a y

K

@ 7 7� � �
� � � �

0 10 1
* * * * *� � � � �2 32 3

4 54 5
� � � �� . 

@��<�� �
��!��, ��� ������ ����� �(���� � �1,...,
i

i i
pa a  F�		�
����� ������ 

����� ��+��� ������: 

 � �
1 1 1

0
i i ip p

i
l l j l j l j

j l j
y sign y a y

K

@ 7 � �
� � �

0 1
* * *� �2 3

4 5
�� �� . (?2.2) 

#� ������ [34] �
��!��, ��� �(��� � �1,...,
i

i i
pa a , ��
!������ ��+���� 

������ (?2.2) �� !�
�	 � �sup
p

T

y R
C

�
+ "yy y : 

 � �1
1 1 1

,..., 0
p p

l l p l j l j l j
j l j

y y y sign y a y
K

C � � � �
� � �

0 1
� �2 3

4 5
�� � ,  

�	
�<��� !�����	�� � ��
)+� �+����. @��<�� �
��!��, ��� �(��� 
� �1,...,

i

i i
pa a , ��
!������ ��+���� ������ (?2.2) �� !�
�	 

� �2sup
x R

x x@
��

* + " , ��
���<� ���� *� �	����	��. 

��	��*���� 2.3 ��������. 
 

����!���� � ;���� 3 
&������������ �����'��	�� 3.1.  

�����
)�!���� �	����	�� ����(� ������ ���	���� (3?") b)  �) (3.1), 
� ������� �
��!�� ����	��
	���) �������	
��� ��*���� F
������ bij 	 	��:  

bij=bi1
b1j= b1j (b1i)-1. 
@��<�� �
��!��, ��� 3?" B=||bij|| �������	�� 	 	��: 
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12 1 12 1

21 2 12 1 12

1 2 1 12 1

12 1

12 1 12

12 13 1

12 1

1 ... 1 ...

1 ... 1 1 ...

... ... ... ... ... ... ... ...
... 1 1 ... 1

1 ...

1 ...1 1 1
... ... ... ...
1 ...

g g

g g

g g g g

g

g

g

g

b b b b

b b b b b

b b b b b

b b

b b b
b b b

b b

8 9 8 9
: ; : ;
: ; : ;� � �: ; : ;
: ; : ;
: ; : ;< = < =

8 9
: ;
: ;� 

 
 �: ;
: ;
: ;< =

B

113

12 13 1

1 1 ... 1 1 1 ... 1
1 1 ... 1 1 1 ... 1

.
... ... ... ... ... ... ... ...
1 1 ... 1 1 1 ... 1

g

g

bb
b b b

8 9 8 9
: ; : ;
: ; : ;
 
 
 �
: ; : ;
: ; : ;
< = < =

 
��
�� ��������
)��	� !�	��*���� ����������	���� �
��!�� � 	�� �����-

������������ !��	���� �
� B, ��<=��� ����� �� 	���
��� F���� �	��-
��	� ����(� ������ ���	���� (3.1): 

1

(1 ) 1 ... 1
1 (1 ) ... 1

det( ) det ( 1) ( ) 0,
... ... ... ...
1 1 ... (1 )

g g g

7
7

7 7 7

7

�

�8 9
: ;�: ;� � � � � �
: ;
: ;�< =

B E  

� �������� �
��!��, ��� ����(� B �!��� ���) ��
)�� �	� �����	����� �����-
�� (�� 	���
��� !�
�	� (3.1)), �� F���, ������� g �	
����� ������
)-
���. � ����	��� �
!��� �����	����� 	����� ����	������� 3?" �!��� ����-
	����	�	��) ������
)���! �����	�����! ������<, ������� ������ ��
)+� g, � 
�� ��	�� g. 
&������������ ������
 3.1.  

A� ������	�� ��=����, ��������� 	 ������	� ���*���	 &1  &2, 
&1�&2 , �
��!<=�: 1 1 2 1{ ,  ,  ...,  }gz z z �& � , 2 1 2 1{ ,  ,  ...,  ,  }g gz z z z�& � . @��-
����� ����(� ������ ���	���� (3?") �������	 ���*���	� &1 ����� 

( 1) ( 1)j g g
a

� � �
* *�A , � �ij i ja w w* * *� ,  3?" �������	 ���*���	� &2, 

ij g g
a

�
�A , � �ij i ja w w� , ����	����	����. � ������	� ���
*��� �����	��-

��� 	������	 3?" A*, A 	 3$# ���
)�!<� 	������ 
T

1 2 1( ,  ,  ... ,  )gw w w �* * * *�w , T
1 2( ,  ,  ... ,  )gw w w�w , ���������� �������� 	�-

��
�<��� ��� ������� ������������� �� F
������� �����, �.�. 
1

1 1

1

g g
i il

l
w a

� �

�

0 1* *� V2 3
4 5

  
1

1

g g
i il

l
w a

�

0 1� V2 3
4 5

, ����	����	����.  
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?!��) ���
� �������� 3$# �(��� �
)������	 ����	� (��$), ��� 
i jw w� , �� ���) �� ���*���	� &1 ������ ����+��� �����������   i jz z� . 

?���*��, ��� F�� ����+��� ����������� (  i jz z� ) 	 ��=�� �
!��� �� �����-
������ �� ���*���	� &2.  

@��	���, ��� �
� ��������� ����+���  i jz z�  �� ���*���	� &2 ����-
����� ��
*�� 	���
���)�� ����	����	�: i jw w� , �.�.  

 
1 1

g g
il jl

l l
a a

� �
�V V .  (?3.1) 

J�����, ��� 
1 1

1 1 1 1
 ,   ,  ,

g g g g
i l il i g jl jl j g

l l l l
a a a a a a i j g

� �

� � � �
* *� 
 � 
 +V V V V , ����� ��-

��	����	� (?3.1) ����� 	�: , 1 , 1 > ,  ,i g i g j g j gD a D a i j g� �* *
 
 + , ��� 
1

, 1
1

,  { , }
g

s g sl
l

D a s i j
�

�
�

* *� �V . @��<�� �
��!��, ��� �
� ����	��
	��� ����+��� 

(?3.1) ��
*�� 	���
���)�� ����	����	�: 

 , 1

, 1
 > ,  ,i g j g

i gj g

a D
i j g

Da
�

�

*
+

*
. (?3.2) 

��
��, �
��!� ������ 3$#, ���
)�!�� �	����	� 3?" (3.1) a)-d).  
?�������!�� 	���*��� (?3.2), ��!=���		 ����	����	!<=� ������, 

������� �	����	� (3.1) b)  c): 
1

1 1 1, 1 11
1

1 1 1, 1
1

1 = ; ( ) .

g
jl g g gi g i j i g j g jl ji il gl

i j ij ijg
l l li gjg jg il il ijil

l

aa a a D a a a
a a a

Da a a a aa

�

� � �� ��
�

� � ��

�

*V* * * *
 

* *� � � � � � �V V V

* * * **V
 

'��� �������, �
� ����	��
	��� ����+��� (?3.1)  (?3.2) ��������� 
��
*�� 	���
���)�� ����	����	�: 1( ) ,  ,g

ij ija a i j g�� + , 
: 

( ) 1,  ,g
ija i j g� + , ���, ���	���, �!��� ���) ����� ��
)�� 	 ������� �
!����.  

'������ 3.1 ��������. 
 

&������������ ������
 3.2.  
��������
)��	� ���
����� ��������
)��	! ������� 1. ?�
����� �
� ����-

��
������   i jz z� , �
� 1,  i jz z �& , �.�. ' '
i jw w� , ���!�� �
��!��, ��� �� 	�-

��
��� !�
�	� ������� 2  �	����	 3?" a)-d) 	���
������ ����	����	� 
1i jw w � , �.�. i jw w� ,    i jz z� , �
� 2,  i jz z �& . '������ 3.2 ��������. 
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&������������ ������
 3.3.  
?� 	���
��� !�
�	� (1) ������� 3.2 ����	��
	� ��
����� ����!
�, 

�	���	�<=�� ��$ �	!� ���*���	 (�� ��*���! �����<): 
� �1 1 ,  g g g

i i igw w a i g�*� + . �����	��
)��, ���
)��	��� �������	
��� �����-
���� 	���	��� 	������ �
)������	 	 3$# ��� �������� �������������� �� 
������� 3?" ��	��� � ����	��
	��� ������+���:  

� �
1 1 11 1 11 1 1

1 1 1

g g gg g g g gg g g
i il il ig il ig i ig

l l l
w a a a a a w a

� � �

� � �

0 1 0 1 0 1* *� � � �V V V2 3 2 3 2 3
4 5 4 5 4 5

. 

?!��) �
� ������
������  i jz z� , �
� 1, i jz z �& , �.�. ' '
i jw w� ,. '���!���� 

�������), ��� F�� ����+��� �����������  i jz z�  ��������� �� ���*���	� &2 
(i, j <g) �� �(��	�� 	���	�� ��F��(����	 �
)������	 �� ����(��-
	�����! 3$#, �.�. ��������� ��
*�� 	���
���)�� ����	����	�: wi>wj (i, j <g). 

?�����
�*� �����
� 	���
���� !�
�	� (1) ������� 3.2. ?������ ��-

!����!< ��	�����), 	�+���	������� ����!
� �
� ��$ �� �����! 33$#, 
�	����	� a)-d) (3.1) 3?", ��
!����: 

� � � � � � � � � �

� � � � � � � �

11 1 1 11 1 1

1 1 1 11 1 1 1            0.

gg g g g g g g gg g g
i j i ig j jg i ij jg j jg

g g g g g g g gg g g g
ig i ij j ig i ij j

w w w a w a w a a w a

a w a w a w a w

� � � �

� � � �

* * * *� � � � � �

8 9 8 9* * * * *� � � � 	< = < =

 

"���	��
	���) ���
������ ����	����	� �������	����� ������
�*���� 
a*ij=w*i/w*j  w*i> w*j. 

� ��=�� �
!��� ���
)�!<��� ����������	���� ����!
� �
� 	���
��� 
��$ �� �����! 33$# (F���� II-IV). @�!=���	
�� ���
���	���
)�� ���
�*���, 
�� ��������� ���������	���, ��*�� �������), ���  	 ��=�� �
!��� wi>wj. 
'������ 3.3 ��������. 

 
&������������ ������
 3.4.  

L!��(� �������
)���� ������	� ���� 	�: 

� � � � � � � �
1

1

1 1
 

ggg
ij ij

j j
F i g w i F i w i�

� �

0 18 92 3*� �� V: ;2 3< =4 5
, 

� � � �
11 1� �

1 1 11 1
,  ,

g gs g ggs s s si
ij s ij s i il kls s

s s kl li j

ww i c w i c w a a
w w

�

� � �� �

8 90 1 0 1� � � : ;� � �V V2 3 2 3� 4 5 4 5: ;< =
 

	�
��� s s s
kl k la w w�  - F
������ 3?" �� s-�! �����< 3$#. ��
�� ��� ��-

������� ��=���� ��������
)��	� ���	���� �
� � � � �1

1

g
ij

j
F i g w i�

�
� � . 
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@������� ����� i*�l ����	�
)�!< ����! �����!�� �!��( �����-
��
)���� ������	� �� ���*���	� 	�������� ��+��� l (������	 �������� 
�
)������	-�������	), F(i*) 	 F(i) �
� 
<���� i�l. ?����+�� 	���*��� �
� 
F(i) 	 	��: 

� � � � � � � �
� �1 1 1

1 1 1 1 1

g g gs s
ij s ij s ij

j j s s j
F i g w i g c w i g c w i� � �

� � � � �
� � �� � � � �  

@������� � � � �
1

g s
s ij

j
f i w i

�
� �   !�����	� ������-�����
)����) ���� 

i*�l [126, 133]. ��������
)��	� F���� ����� ���	���� �� ����	����. ?!��) �!-
=���	!�� ����� ����� i*�l, ��� ���� ����� 	�������� ����	����	�: fs (i*) 	 fs (i*). 
� �
! ����	��
	��� ����� 	����� 1-3 [133]  ������
��� ������-
�����
)���� ���
����� ����	����	� ��*�� ��������) ������������� 	 	-
��: fl (i*) 	 fl (i*), �
� 	��� 1,l �� , �� F��� ���� � ����	����	 ��
*�� ���) ����-
��. ����*�� ��� ���� ����	����	� �� ���������� ��
�*��
)��� 	�
��� 

�1, �2, …, �� 1i
i

c0 1��2 3
4 5

 (���
���	���
)��, ���	�� – �� �1>0, 	����� – �� �2>0  

�.�.)  ��
���	��, ��
!�� ����	����	�, ����	������� � ������
�*����: 
F(i*) 	 F(i*). @��<�� �
��!��, ��� ����� i*�l �����
�*� ������-�����
)���! 
���*���	! (i*�Pf(l)).'������ 3.4 ��������. 
 
����!���� � ;���� 4 
&������������ ������
 4.1.  

?!��) ������ ����(� Q, R  T. A� !��
�� ��=����, ���	���� ������-
��
)��	� �
� ����� 1 2( , ,..., )gz z z � . @������� ����� iA  – ��
����	� ���
��-
�� i-� �������� ���
���� ��� «�����-�����» («������-�����», «������- 
������»); ����� A  – ��
����	� 	��	����*��� ���
���� �������	 � ������ 
������	 �� ����(� ������ Q. '���� �����
��	����� ��F��(��� 2

mw  �� 
����!
� (4.9) ���� 	�: 

2

1 1
( / )

m m
m g g

j j
j j

w A A

A A A A
� �

� �

 � �

. 

?����	� ������! ������! mz  	 ����	����	� ��	��!�����) ���
���� 
m-� �������� ��� �������	 � ������ ������	  �!��� ��	���), ��� ������ 

mz  ����*���� �!
)����*���	� �m. 
"�����!�� ����(! ������ ���	���� �������	, 	����=� 	 ���� 
1 2( , ,..., )gz z z �  � ����� �������
)��� 	�*���� ������� i ��� �������� j, 
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��	��� i

j

P
P

 (��. ?4.1 �)), �����	, ��� mA  ���������!���� 	 ������� �!
)-

����*���	 ��� ��=����) �m, �. �. m mPA � . ��
�� ��
!�� �(���! �����	����-
�� 	������ [141] (��. ?4.1))  �����
��	����� ��� �������. "��
���� �����! 
3$#  !�	��*���< � ���
*�� �����	������ 	������ ���������������-
��� [141] �������� �� ������� 3?", �!��� ���) �������	
���: 

 
  1z  2z  … gz     

1z  

1 
1

2

a
a  

… 1

g
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a  

 1/
1 1 1

2 3
1

g

g

a a a
a a a

0 1

 
 

 
 33

4 5
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j k

jj k k jj
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�� � /
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1

a
a  1 
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g

a
a  

 1/
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1 3
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g
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a a a
a

�
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… … … … …  … … 

gz  
1

ga
a  

2

ga
a  

… 
1 

 1/

1 2 1
1

g
g g g

g

a a a
a a a �

0 1
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4 5
 

1/ 1/
1

11, 1,

g gg ggg g
j k

jj j g k k jj

a
a a

a
�

�� / � /

0 1 0 1
�V V2 3 2 32 3 4 54 5

 

  �)    �)     �) 
���. "4.1. 3������ �����! ��������� ��������� �); ������ ����������$� ���-

���� �); ���"����������� ���%���� ����������$� ������� �) 
 
'��� �������, ������� 	���	��� ��F��(���� 6

1,mw  ��	�� �
��!<=��! 
	���*��< ( m ma A� ): 

� �

� �

1/ 1/
1/1

1, 1,6 2
1, 1/ 1/1/

1
11 11 1,

g gg ggm g
m jj j m j j j m m

m mg g ggg ggg gg jj kj k jj kj k k j

a
a aa aw w

aa aa a

�

� / � /

�
�� �� � /

0 1 0 1V2 3 V2 32 3
4 5 4 5� � � �
0 1 0 1 �� V� V 2 32 3 4 54 5

. 

'������ 4.1 ��������. 
 

&������������ ������
 4.2.  
��������
)��	� �������� �� 
���! � ������ [126]. 
1) ����*�� 	���
���� �	����	 (3.1) �
� 3?" ij M M

a
�

�A , F
������ 
������� ��������� �� ����!
�� (4.11)  (4.12). "���	��
	���) ���	���  	��-
���� �	����	 (3.1) 3?" ij M M

a
�

�A , �
��!�� ����������	���� � �������	
�-
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�� (4.11). "���	��
	���) �	����	� ��	�������� 3) (3.1) �
��!�� � (4.11)  
�������	
��� (4.12), ��� ��� �
� 	��� ������	 ,  ,  1,i j k M� , 	���
������: 

11

1 1

jk
ik kj ij

i k

aaa a a
a a


 � � . 

"���	��
	���) �	����	� 4) �	����	 3?" (3.1) !�����	
	����� ���
)��-
	���� ���(�
)���� 	�� 3?" $, ���������������� !��	���� ������� 
��*�� ������) 	 	�� [36, 37]: 

1

(1 ) 1 ... 1
1 (1 ) ... 1

det( ) det ( 1) ( ) 0
... ... ... ...
1 1 ... (1 )

M M M

7
7

7 7 7

7

�

�8 9
: ;�: ;� 
 � � � � �
: ;
: ;�< =

A E , 

� �������� �
��!��, ��� ����(� $ ���� ��
)�� �	� �����	����� �������, �� 
F���, ������� 3 �	
����� ������
)���.  

2) ��������
)��	� ����!
� (4.13) �
� ��������� 	���	��� �������
��-
	������ 	������ 7 7 7 7

1 11 12 1( , ,  ...,  )T
MW w w w�  ���	������� ����������	���� ���-

�����	��� 7
1

1
,  1, iM

i
i

aw i M
a

� �  	 ��	����	� $
 7
1W  = M
 7

1W , !���	�� ����	��-


	���) �	����	� ��	�������� 3?" $: 
7 71
1 1

1 1 1 11
,  1, 

M M M M
M

ki i ki ki iM kM kM k
i i i ii

aa w a a a a M a M w k M
a� � � �


 � 
 � 
 � � 
 � 
 �� � � � . 

'��� �������, �
� 3?" ij M M
a

�
�A  � F
�������, ����������� �� 

����!
�� (4.12)  (4.13), 	���
������ �	����	� ��	��������, �� �����	��-
����) �
��!�� � (4.12), ����	��
	���) ����!
� (4.13) ��������. '������ 4.2 
��������. 

 
&������������ ������
 4.3.  

"���	��
	���) ���	�� �	����	 1)  2) (3.1) �
��!�� ����������	���� � 
(4.14)  (4.15). "���	��
	���) �	����	� ��	�������� 3) ����!
� (3.1) �
��!�� 
� (4.11)  �������	
��� (4.12), ��� ��� �
� 	��� ������	 1,  2,  1i M i j� � + � , 

1,k M�  	���
������: 
, 1 1, , 2 2, ...ij i j j j i j j j ik kja a a a a a a� � � �� 
 � 
 � � 
 . 

>�	����	� A
 7
2W  = M
 7

2W  ���	������� ����������	���� ��������	��� 
7
2 , 1 1, 2 1, i i i i i M Mw a a a� � � �� 
 
 
 
 , 1,  1,  1Mi M w� � � , � !����� ����	��
	��� 

�	����	� ��	�������� ij ik kja a a� 
 : 
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1 1 17 7
2 , 1 , 1 , 1 2

1 1 1
,  1, 

M M MM M M
ki i ki j j j j j j k

i i ij i j k j k
a w a a a M a M w k M

� � �

� � �
� � �� � �


 � 
 � � 
 � 
 �� � �V V V  

'������ 4.3 ��������. 
 

*+�������	
� ������ �����	�	�� #�������� ������	�'���� 
#

<����!�� �������� �����
��� �!
)����*���	 �� ��
!��� 

��? �� �����! 6, ������� �� F��� ����(����� 3$# �
� �������� �
�-
*��� (����� ������( 33$# �
�*�� 	 �
. 3). 3����� 6  7 (�
. 4) �� 
����	� 33$#  !���=������ 3$# ���
��	��� 	 #3"D@�. #�
�*��� F��-
��	 ������
��� ��? ������� �� ������ ��. 4.1. 

3!
)����*���	�, ����*������ ����	����	!<=� ��������, ��<� 
	�:  
P5={4 # (1–2), 1 # (1–3), 2 # (1–4), 8 # (2–5), 4 # (2–6), 2 # (3–5), 1 # (3–6), 4 # (4–5), 
2 # (4–6)};  
P9={4 # (1–2), 1 # (1–6), 4 # (2–3), 8 # (2–4), 8 # (2–5), 1 # (3–6), 2 # (4–6), 2 # (5–6)};  
P11={2 # (1–4), 2 # (1–5), 8 # (2–4), 8 # (2–5), 2 # (3–4), 2 # (3–5), 2 # (4–6), 2 # (5–6)}; 

 
J���) 8 # (2-5) ��������, ��� F
����� 	�� (2–5) 	 �!
)����*���	� P5 

	���� 8 ���. 3�=���� �!
)����*���	 ��	��: |P5|=28, |P9|=30, |P11|=28.  
A� F���� 1 �����	
��� 3?" �������	 �� ����	� ���	�� ���� �������
)-

��� 	�*���� ����!
 (4.11) (���
. ?8.1).  
 

$����� "8.1. 	������ ��2##������� ��������� �� 2���� 1 "����� 6 
 

 z5 z9 z11 W1
d3 

z5 1 28/30 1 0.326 
z9 30/28 1 30/28 0.349 
z11 1 28/30 1 0.326 

 
A� 	����� F���� 	���
��� ������� ����	����	!<=� �!
)����*���	  

������� � ��=������: 
P5 – P9={1 # (1–3), 2 # (1–4), 4 # (2–6), 2 # (3–5), 4 # (4–5)};  
P9 – P5={1 # (1–6), 4 # (2–3), 8 # (2–4), 2 # (5–6)}; 
P5 – P11={4 # (1–2), 1 # (1–3), 4 # (2–6), 1 # (3–6), 4 # (4–5)}; 
P11 – P5={2 # (1–5), 8 # (2–4), 2 # (3–4), 2 # (5–6)}; 
P9 – P11={4 # (1–2), 1 # (1–6), 4 # (2–3), 1 # (3–6)}; 
P11 – P9={2 # (1–4), 2 # (1–5), 2 # (3–4), 2 # (3–5)}. 

 
'��� �������, ������ 	�
��� ��	��:  
|P5 – P9|=13, |P9 – P5|=15, |P5 – P11|=14, |P11 – P5|=14, |P9 – P11|=10, |P11 – P9|=8.  
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"����	
��� 3?" �� ����	� 	����� ���� �������
)��� 	�*���� (4.11) 
(���
. ?8.2): 

$����� "8.2. 	������ ��2##������� ��������� �� 2���� 2 "����� 6 
 

 z5 z9 z11 W2
6 

z5 1 13/15 14/14 0.316 
z9 15/13 1 5/4 0.375 
z11 14/14 4/5 1 0.308 

 
A� ����)�� F���� 	���
��� ���������� ����	����	!<=� �!
)����-

*���	  ������� � ��=������: /P5–P9/=5, /P9–P5/=5, /P5–P11/=5, /P11–P5/=4, /P9–
P11/=4, /P11–P9/=4. "����	
��� 3?" �������	 �� ����	� ����)�� ���� �����-
��
)��� 	�*���� (4.11) (���
. ?8.3): 

 
$����� "8.3. 	������ ��2##������� ��������� �� 2���� 3 "����� 6 

 
 z5 z9 z11 W3

6
 

z5 1 5/4 5/4 0.385 
z9 4/5 1 1 0.308 
z11 4/5 1 1 0.308 

 
A����� ����=����� ������� ��?, 	����=� 	 ����, ��� ������� ������-

������� 	�
��, ��������� �� F����� 1 – 3 (���
. ?8.4).  
 

$����� "8.4. 	������ ��2##������� ($���������) ��������� �� "���� 6 
 

 W1
6 W2

6 W3
6 W6 

z5 0.326 0.316 0.385 0.341 
z9 0.349 0.375 0.308 0.343 
z11 0.326 0.308 0.308 0.314 

 
��;%�/+'44 �4.1. �%/&� �&�* ���+@�<H/* &+%�#:%�)* =%��)+/< ,�%-

/@(%< '�+�/:) 
	!��: �	����� ����(� U ���������� nm, ��� n - ��
����	� �����, m - 

��
����	� ���
�(�	. 
	�!��: ����	����<=��� �������+� ���
�(�	�� �������. 
1: � �������� �	����� ����(� U =!��� �����, �����*�=� ��	�� ���! 

���(!. "���	����	!<=� F�� ���(�� ���
�(� 	�
<��<��� 	 ���!=�� ��-
������������������������������������������������������������
44 $	��� �
������ ?4.1 - &���	���� $.%. 
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�����  ������<��� ��	�
�� «*». %�
 	�� ���
�(� 	 ����(� U ���*!��� 
����������, �� ���(��� ������=�����, �����
)�! ������� �����	����� ����-
���+�� ���
�(�	�� �������. 

2: � ���!=�� �������(� (����(� U) �
� 	���
��� ��������� ������-
�(� 	��������, ���������� ��	�
�� «*»  	�
<������ 	 ���!=�� ������� 
�=� ������������ ���
��(, ��<=� ����
)+�� (��
 ����	�� �����
)��, �� 
����� 
�	�� � ��) ��
����	� ������� �������. %�
 ��=����) ���!=��� 
������� ���	��
� ��=����) ����� ��������� �������, �� ������� � )�$ 6. 

3: ����
����� ( �����	��� ���!=��) ��������� �������(� �� �������-
���! ��	�
�� «*» ���
�(! � ����	�������� !��
���� ���
�(�	, ���������� 
��	�
�� «+». %�
 	 ���!=�� �������(� ���) �!
�	�� ���
�(�, �.�. �� ��-
���	�<=� � ����� �����, �� �� ������<��� ��	�
�� «-«. %�
 ��
����	� 
����� 	 ���!=�� �������(� ��
)+� 1 (���(�	�� 	��+�� �=� �� ������!��), 
�� ������� � )�$ 1. 

4: %�
 	 ���!=�� �������(� (������) ��
� ������������ ���
�(�	 
��
)+� 1, �� 
�	�� � �� ���������� ��	�
�� «*»  	�
<������ 	 ���!=�� ��-
�����, � ����
)��� ������<��� ��	�
�� «+». %�
 ��=����) ���!=��� ��-
����� ���	��
� ��=����) ����� ��������� �������, �� ������� � )�$ 6. 

5: %�
 ��=����) ���!=��� ������� ���)+� ��=���� ����� ��������� 
�������, �� 	�� �� �������	�<���. '��!=�� ������� �����������. %�
 
���) ���
�(�, ���������� ��	�
�� «+», �� �����!<��� ��	����=��� ���
�-
(�	�� ������� �!��� ����������� ������ ���
�(�, ����������� ��	�
�� 
«*», �� ��*��� � ���������� ��	�
�� «+». 

6: ��������	
	����� (	����� � ��������� ���
�(�	  ���!=� ��������) 
 �����	��� ���!=�� �������(�, ����	����	!<=�� 	 ����	� ����� 	��+�� 
������!=��� !��	��. %�
 	 ���!=�� �������(� ���) ���
�(�, ���������� 
��	�
�� «+», �� �����<��� ��	����=��� ���
�(�	�� ������� �!��� �����-
������ ������ ���
�(�, ����������� ��	�
�� «*», �� ��*��� � ���������� 
��	�
�� «+». "��
�(�, ���������� ��	�
�� «*»  «+», ����������<��� 
��	�
�� «-«. %�
 	 ���!=�� �������(� (����(� U) ���) ������������ 
���
�(�, �� ������� � )�$ 1. 

7: %�
 ���!=�� �������(� �� �	
����� ����(�� U, �� ������� � )�$ 6, 
	 ����	��� �
!��� ���(��� ��	��+�����. 

1�""�������. ?��� 	��� �������+� ���
�(�	�� ������� �	����� 
����(� U �	����� � ��������< �� ����(� U ����������� ������ ���-
����(, �	
�<=���� ����	�� �����,  ����*���< 	��� ����	����<=��� 
�������+� �!��� 	 ����	� �����. �
� !���������� ����� 	��� ����	����<-
=��� �������+� �!��� (�������+� ���
�(�	�� �������) ���������� ���-
(�
)��� �������� 	��+�, ���	�
�<=�� �������) ��
� ��������	  ���
<-
��<=���� 	 ���, ��� �� ��*��� !��	�� ����	� ����� ������<��� 	��+��, ��-
��	����	!<=� �!
�	��  ��	��� ���
�(��  ���
�(��, �� ������� !*� 	���-
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�
�) �������(�. ���� ���	�� ���	�
��� �������) 	��	, �� ����	����	!<-
=� ���
�(�	�� ��������; 	����� - ������) ���
�(�	�� ������� ��� 	���-

��� �������(; ����)� - ��
<��) ��������� ������	�� ���
�(�	�� ��-
�����. 

?��	
� 	���
��� ��������� �������(� �� ���������! ���
�(! �	�-
���� � 	�����	��< ������� ���
�(�  	��� �����, �����*�=� ������� 
������� 	 F��� ���
�(�. 

����< ���	�	���� ���!��!�� (����	! �����) �������	
����� ����(� U. 
���+��� 1-�� !��	�� �������	
�<��� �������(�, 	���
����� � ����(� U. 
���+��� 2-�� !��	�� �������	
�<��� �������(�, 	���
����� � �������( 
1-�� !��	��,  �.�. A�����(, ���(�	�� 	��+��� (
��)��) �������	
�<��� 	�-
��*������ �������(�, ������=� � ������ ���
�(�. 

A������, ��� ���
���	���
)����), ������=�� � k 	��+�, ������<=� 
�����) � ���(�	�� 	��+���, ����	����� �!��� �
�� k, � �!�), ������=� � 
����
)���� ��
� 	��+� - �������+�. 

� ���(���� ��������� ����	� ����� ��*��� 	��+�� �����	����� ���-
����, ��	��� �����! ���
�(�, �� �������! ��
� 	���
��� �������	
����� ���-
��� 	��+�� �������(�. '��� �������, ���*���	� ������� 	��+�, 	����-
=� 	 �������+� �!�), ������ ���*���	� ���
�(�	, 	����=� 	 ����	����-
	!<=�� �������+�� ���
�(�	�� ������� �	����� ����(�. 
 
����!���� � ;���� 5 
&������������ ������
 5.2.  

� ����	����	 � �������� 5.1 �
� �!��( � �, GH P P�  � 	������� 	���-

�������� � �1,... IP p p� �  ����	��
	� ������+��� (5.4) (������ ����	����-
	� ����	����	!<� ��
)�� �!
�	�� �������� pi.  

L!��(� � �, GH P P��  �	
����� 	��!�
�� �	���! �� ��������< (�� 

1

ˆ
I

i i
v

i
p p p�

�

��  ��	������ � �!��(�� F����� �� O�����!). ��
�	� ������� 

5.1 	���
���� 	 !�
�	�� ������� 5.2,  ������+��� (5.4) ���!� 	�: 

 � �
1

2
1

ˆ, log
I

i i i
G i v

v U i
H P P p e p p p p� � 7

�

�
� �

0 1
�b b � �2 3

4 5
� � , (?5.1) 

�����*� ��*�!< ����) ����	����	� (?5.1) �� pi  ����!����	��) �� i 
( 1,i I� ). � ���!
)���� ��
!�� 	���*��� �
� 
�	�� ���� (?5.1): 
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1
2 2 2 2

1

1 1

ˆ ˆ ˆlog log log log

I
i i

iI
i i

v v vI I
i i ii v U v U v U

i
i i

p p
pe p p p p
p p p p

�
�

� �

�

� � � �

� �

� � �
�

� � � �
� �

, (?5.2) 

 �
� ���	�� ���� (?5.1): 
1

I
i

i
p7 7

�

�� , ��� ��	��� � ����	��
	��� ����-

��+���: 
1

2 2
1

ˆlog log
I

i i i
v

v U i
e p p p p e� �

�

� �

0 1
�2 3

4 5
� � , 
 !�	��*���< ������� 5.2. 

�
� ��������
)��	� �����	������ ������ � �1,..., IP p p� �  ������
�-
*� ����	���, � �����, �!=���	�	��� �	!� ������	 ,  P P� �* , �� ������� 
���������� � � � � � �min , min ,G G GP P

H P P H P P H P
� �

� �*
� � . ���)��� ����	�
)��� 

��
� 0< � <1,  �
� 	��!�
�� �� � � P P� �*  �!��( � �, GH P P� , ������ 
����	����	� �������: 

 
� �� � � � � � � �

� � � � � � � �
1 , , 1 ,

1 .
G G G

G G G

H P P P H P P H P P

H P H P H P

� � � �

� �
� � � �* *� � � � � �

� � � �
 (?5.3) 

?�����
�*�, ��� ������ ,  P P� �*  ���
��<��� �� l-� ����������. #� 
����!
� (5.3) �
��!��, ���  

� � � �
ˆ

2 2 2
1 1

ˆ, log log log
vpI I

i i i i
G y v

v U i v U i
H P P p P n p p p p p� �� �

� � � �

0 1
� � � � � � 2 3

4 5
� � � �
. 

>�������� 	���*���: 

� �� � � �� �
ˆ

2
1

1 , log 1
vpI

i i i
G

v U i
H P P P p p p�� � � �� �

� �

0 1* *� � � � � �2 3
4 5

� � . 

�
� ����
)���� �
�������� F��� �!��� ����	��
	� ����	����	�: 

� �� � � �� �� �
� � � � � �

ˆ
ˆ

2 2
1,

2 2

log 1 log 1

ˆ ˆlog 1 log .

v
v

pI pi i l l l l l l

i i l

l l l l
v v

p p p p p p p p

p p p p p p

� � �

� �

� � � �

� �

� /

0 1
* *� � � � � � � � �2 3

4 5
*� � � �

�  

" !����� ��
!������ ������+��� ����	����	� (?5.3) �!��� ������, 
��� ����	����� ������
�*��< � ����
)���� � �GH P . '������ 5.2 ��-
������. 
 
&������������ ���
 5.1.  

"����*���
)��� ����
 ���������	��� (5.6) �
��!<=�. #� ����!
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������  ��
��� 	��������� �
��!��, ��� 

� � � � � �

� � � �
1

/
/

/

i i
i I

j j
j

P P
P

P P

�
�

�
�

� �
� �

� ��
, � � � � � �/i i

v U
P P P� �

�

� � �� , 


 	 ��+� �����������: 

 � � � �
1 1

1 1
/ ,  /

I I
i i j j i i i j j

j v U v U j
P i p p p p p p P i p p p p p� � � � � �� �

� �

� � � �

0 1 0 1
� � �2 3 2 3

4 5 4 5
� � � � . (?5.4) 

?� !�
�	 0ip �  ����
	 ���
����� ��	����	� 	 (?5.4) �� ip , ��
!-
�� !��	���� ���	�������� (5.5), � 	 !�
�	�� ������� 5.2 ����� 

� �1,... IP p p� � , �������	�<=� 	���
���� (?5.4), �����	�����  �	
����� 
33?-�(����� ������� ��������
��� �������� �@. 

�
� ��������
)��	� 1-�� !�	��*���� 
���� 5.1 ���������� �������) 	�-
��
���� !�
�	� ������	�: 

 1

1 1 1

1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ 1

I
i i

i i iI I I
i iv i

v v vI I I
i i i i i ii i v U i v U v U v U

i i i

p p
p p p pp p p p p

p p p p p p

�
� �

� � �

�

� � � � � � �

� � �

* � � � � �
�

� �� � � � �
� � �

. (?5.5) 

�
� ��������
)��	� 2-�� !�	��*���� 
���� 5.1 ����*�� 	���
����  
����	����	�: 

1 1 1

1 1 1

1

1

ˆ ˆ ˆ

ˆ1 .

i i

i

I I I
i i i i i i i i i i i i

v v v
v U i v i v i

I
i i i i i

v
v i

p p p p p p p p p p p p p p p

p p p p p p

� � � � � �

� �

� � �

� � �� � L� �

�

L� �

0 10 1 0 1 0 1* � � � �2 32 3 2 3 2 32 34 5 4 5 4 54 5
0 10 1

� � 	2 32 32 34 54 5

� � � � � �

� �
 

D���� 5.1 ��������. 
 
&������������ ���
 5.2.  

>�������� �������) � �1,i i
l lh P P� : 

� � � � � �1 1 2 2
1 1

1

2 2 2
1 1 1 1

ˆ ˆ, , , log log

ˆ ˆlog log log .

I I
i i i i i i j i

l l l G l G v v
v U i v U j

I I I I
j i i i i i j j

v v
v U j i v U i j

h P P H P P H P P p p p p p p

p p p p p p p p p p

� �

� � � �

� �
� � � �

�

� � � � � �

*� � � � � �

0 10 1 0 1
2 3* *� � � � � �2 3 2 32 34 5 4 54 5

� � � �

� � � � � �
 

?�����	� 	 ���
����� 	���*��� ip*  � (5.6): 
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1

ˆˆ, log
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i j js s
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� �

�
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� � � �

�
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* 2 3� � �2 3
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� �� �
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1 1
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ˆ ˆˆ ˆlog log
i i i i i iI I

s s s s
v vI I I I

l l j j j j l lv U i s U v U i s U
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p p p p p p p pp p
p p p p p p p p

� �

� �
� � � � � �

� � � �
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2 3 2 3
2 3 2 3� � � � �
2 3 2 3
2 3 2 3
4 5 4 5

� �� � � �
� � � �

 

2
1

1 1

ˆˆ log .
i i iI

s s
v I I

j j l li v U s U
s

j l

p p p pp
p p p p

�

�
� � �

� �

0 1 0 1
2 3 2 3
2 3 2 3� �
2 3 2 3

2 32 3 4 54 5

� � �
� �

 

"���	��
	���) ����	����	� �
��!�� � 	��!�
��� �!��( –log2 x  
����	����	� �������, !�
�	� �
� �������� �������� 	 ������ �
!��� �	�-

���� � �����	��< 
1

1 1

1
I I

i i j j

i j
p p p p� �

�

� �

0 1
�2 3

4 5
� � , 	���
������� 	 �
! (?5.5).  

?�������!�� ���
����� 	���*���, �������		 �����
� �!����	��� , 
	����
)��	�	+�) 	���*���� (5.6): 

 
� � 2

1

1 1

2 2 2
1 1 1

ˆˆ, log

log log log .

i i iI
s s

v I I
j j l li v U s U

s
j l

iI I I
i i i i i

i
i i i

p p p ph P P p
p p p p

pp p p p p
p

�

�

� �
� � �

� �

� � �

0 1 0 1
2 3 2 3
2 3* 2 3� � �
2 3 2 3

2 32 3 4 54 5
*0 1

* * * *� � � � �2 3
4 5

� � �
� �

� � �

, (?5.6) 

A� ����	�� 
���� 5.1 �
��!�� ����	��
	���) ����	����	�: 

2 2
1 1

log log 0
I I

i i i i

i i
p p p p

� �

* * *� � �� �   � �1, 0i i
l lh P P� + , 

��	����	� 	����*�� ��
)�� �� ��	����� � �,  1,ip i I* �   � �,  1,ip i I� .  
D���� 5.2 ��������. 
 
&������������ ������
 5.3.  

?!��) P̂  - �����
)��� ����� ���
���	���
)���� � �ˆ ,  1lP l 	 , � ������� 

�������  ������
���	���
)����) � �ˆ ,  1
kl

P k 	 , �� F��� ����� P̂  �����
�*� 
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�����!���! ���*���	! &. '���� ������
���	���
)����) � �1
ˆ ,  1

kl
P k� 	  ������� 

� ����� � �ˆF P  �� ��������< (5.9), � 	�
��� � �1
ˆ ,

kl GH P P�  ������� � ����� 

� �� �ˆ , GH F P P  ��� �� 	�������<=�� �� l. 

" ��!��� �������, 	�
����	� �� 	��������� 	�
��� � �ˆ ,l GH P P  �� l  

�������� � �ˆ ,
kl GH P P  � 	�
��� � �ˆ, GH P P , � F��� *� 	�
��� �������  

���
���	���
)����) � �ˆ ,l GH P P . '��� �������, � �� � � �ˆ ˆ, ,G GH F P P H P P� , 
 

����� P̂  �	
����� �����	*��� ������ ���������	��� (5.9), �����	����� ��-
�
���� (5.10)  ������� 5.2. '������ 5.3. ��������. 

 
����!���� � ;���� 6 
&������������ ���
 6.3  

#� (6.2) �
��!��, ���  
 ' ( ) M exp( ( ))j j i i iaC Q 7Q C 7� �  (?6.1) 

 '' ' 2( ) M( ( )) exp( ( )),  1,j j i i i ia i nC Q C 7 7Q C 7� � � � . (?6.2) 

'�� ��� '' ( ) 0j jaC 	 , �� ' ( )iC 7  �� !��	��� �� 7. ����	��, ��� ' (0) 0iC � , 

�!��(� ' ( ) 0iC 7 �  �� 7<0. #� 
���� 2 �
��!��, ��� 
' 2 1| ( ) | ,   ln / 2i c i i cL c cC 7 � A � �	 
 
 � 
  �
� 	��� 1| | ln / 2i ic L7 �� 
 � N , ��� 
1,  | | ,  i i i ic L DQ A Q� � � . ?�F���! 	 �
! ����������� ��!��	��� ' ( )iC 7   

	�+���	�������� ����	����	�, ���
���	���
)����) { }ia  �!��� !��	
��	����) 
!��	���< (6.10), ��
 ��� ���	�� ����) ig�  !��	
��	����� ����	����	!: 

2
0| |i c i iq m LK � � A� � 
 
 . D���� 6.3 ��������. 
 

&������������ ���
 6.4.  
>�������� M nna� :  

R

T
1

1,
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n
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i
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Q Q C

Q C >

�

� /

a � a � � ��
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T
1 1,

M exp( ( )) Mexp( ( ( )))
n n

i i i i i j j j j i n
i j j i

a a a a g GQ Q C Q C
� � /
8� � 
 � � � �� �<  
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1
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n
i i i n

i
a g GC

�
8� �� �� <

 

?��
����� ��	����	� ����	��
	� 	 �
! 
���� 6.3. 
$��
����� ���	������� �������
)��� �	����	�: 

T T T1 11 1 1

1 1

M / M / +M / = M

M .

n n nn n n n n n nn n

n nnnG

Q Q

Q

� �� � �

� �

8 8 8a � a a � �< < <
� a � �a

� � � �F F F
 

D���� 6.4 ��������. 
 

&������������ ������
 6.1.  
?�
�*� 	 (6.3) { }A n� �  , !���	��, ��� 0nG �  (P~�.�.  �Pn ~�.�.), 

�����+�� (6.3) 	 	��: 
 1P{ } M ,   { }n A nn G A n � �� � 
 � �� , (?6.3) 
��� A�  ~ ������� ���*���	� �. 
?����� � (?6.3) ����	����	� ��
)����: 
 1/ 1/ 1P{ } P { } M ,   ,  1p q

n n nn n G p q  �� � � 
 �� � . (?6.4) 
@(��� 1/ 1M q

n nG�� : 

 � � � �
� � � � � �

1/ 1/ 1

1
2 22 2 2 ' 2 2 '

1
2 22 2 ' 2 2 '

1 1 1

1 1M M exp ((1 ) ) ( )

1 1exp (1 ) ( ) ( )

1exp ( ) exp 1 ( ) .

nq q q q
n n n i i i i

i
n

i i i i
i
n n n

i i i i i i
i i i

qG G q a a
q q

qq c c
q q
q c a q q c a

q

C C

A C 7 A C 7

A C A C

� �

�

� �

�

� �

� � �

0 1�
� � � � ��2 3

4 5
0 1�

� � � ��2 3
4 5
0 1� 0 1� � �� � �2 32 3 4 54 5

�

 (?6.5) 

"���	��
	���) ����	����	� �
��!�� � !�	��*���� 
���� 6.2, �����-
������ 	 	��: 1/2 2 ' 2| | ( ) | |i i ic c7 A C 7 A 7� � � 
 , ���!�� �
��!��, ���: 

 � � � �2 2' 2 1 1/2 2 '( ) ( )i i i i ic a cC 7 A A C 7� � �� � , 

 � � � �2 2' 2 5/2 2 2 '( ) ( ) ( )i i i i ic cC 7 A C 7 A C 7� � �� � , (?6.6) 

 � �22 2 2 '((1 ) ) (1 ) ( )i i i iq a c qC A C 7�� � � , �
� 	��� | (1 ) |i iq a� + N . 

@(��� �	���! 	���������) �P { }n n � , �����	, ��� 
� �

0P { } P { } / 2n nn n � � � , ��� 0 ~ ������ 	����� � ������� ��
��� ���-

����
� ( ,  )n ne F , /nn S be �  �.�. 0 inf{ 1: / 1}nn S b � 	 �  (�����	��
)��, 
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������ 1 2{ 1}nA A Ae� � � � , ��� ����	������� ���������� ������ 

1 2,  A A  ������
�<��� ��� 1 { 1}nA e� �   2 { 1}nA e� + � ), �
� ���� 	����
)�!-
���� 
����� �
F�!F

�  L������. #� ������� �!�� �
��!��, ��� 	�������<-
=� ���(��� �
� �������
� ( ,  )n ne F  ���) 	�
��� ne+ � , ������
����� �� 

����!
�: � �2 2
1

1
M / 4

n
n n j j

j
b ace e �

�

8 9+ �� � �� =:<
� F . " !����� !�	��*���� 


��� 6.1  6.3 ����	��
	� ������+��� (b – �������� � !�
�	� ������� 6.1): 
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2 2
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�
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?������ 
���! �
F�!F

�  L������ � !����� �(��� 
���� 6.2 �
� 	�
�-
�� '' ( )j jaC , ��
!����: 

� � � � � �
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2
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1
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 (?6.7) 

"����� ����	����	� (?6.4), (?6.5), (?6.7), ��
!���� ���	�� !�	��*���� �����-
�� 6.1 (	����<< �(���! �
� 	��������� P{ }n � ). 
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1
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�
� ��
!���� �*��� �(��� 	��������� P{ }n �  ������ � ���	�� ���� 
����!
� (6.3) ����	����	� ��
)����: 
 � 1/ 1/P { } P { } Mp q q

n nn n G � � � 
 , (?6.8) 
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 �(��� 	�
��� 	 ���	�� ���� ����	����	� �	���!, ������� ����	����	� 
(?6.6): 

� �21/ 5/2 2 '

1 1 1

1M exp ( ) ( ) exp ( / 2) ( ) .
n n nq q

n i i i i i i i
i i i

G qa a cq c a
q
C C A C� �

� � �

0 1 0 1� � � �� � �2 32 3 4 54 5
 (?6.9) 

?����� 
���! �
F�!F

�  L������ (� !����� �(��� �	���! �
� 	�
��� 
'' ( )j jaC  (
���� 6.2)) �
� �(��	��� ���! 	�
��� �P { }n n � : 
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0
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P { } P { }/ 2 P   / 2

P   / 2 exp 1 15 .
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  e e
fe A ( ( A

� �

� � � � + � � + � 	
� �� � 0 1U U	 + � � 	 � � �� �� � � �2 3
U U�  4 5�  

 (?6.10) 

"����� ����	����	� (?6.8)~(?6.10), ��
!���� 	����� !�	��*���� ������� 6.1 
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#%$(�@�(/> / &%���F�(/> 
AR (AR-����
)) – �	����������; 
FRiS-�!��(� (Function of Rival Similarity) ~ ���� ������	� �������	;  
$� ~ ���������� �	����
); 
$
> ~ �
�����(�) ��������	���; 
$�$> ~ ����� ���
�������� ������!��	��� �������	����� ���!
�����	; 
��, ��$, ��? ~ 	���	�� ��F��(����, �� �
)������	, �� �������	; 
�> – 	�������� ���; 
�@ ~ ��������� ������; 
#3 ~ ������(����-���
������� ���

���!�
)��� ����
); 
##" ~ ���

���!�
)��� ����!�����
)��� ������	� 
#?? – ������(����� �������	�� ����������	�; 
#' ~ �����*�<=�� �����; 
3$# – ����� ���
�� ������; 
33$# – ����(��	����� ����� ���
�� ������; 
3A� ~ ����� �����)+� �	������	; 
@�J - ��
���) ���!����� ������� ((���� @�J); 
@�� – ������	����� �������(�
)��� !��	����; 
�.	. ~ �
!������ 	�
���; 
"�� ~ ������ �����(� �	����	���; 
"33 – ������������� �!
)����*���	�; 
"�@ ~ �������	��������� ���
�����; 
"@L – �����	�*��<=� ������!<=� �!��(���
; 
"? ~ �
!������ ���(���; 
P� – F
���������� �
���������; 
P3@– F
��������������� ������; 
P3" – F
���������������� ������; 
ARADS - ����� (�
�����), �� AutoRegression, Adaptive algorithm, Difference 
Scheme; 
IReDSS – Intellegent software system of Recognition of Dynamic System State; 
R (R+) – ��
� 	�=���	����� ���
; R+ = {x�R | x 	 0};  
N – ���*���	� ���!��
)��� ���
;  
Z (Z+) ~ ���*���	� (�
�� ���
 (Z+ = {x�Z | x 	 0}); 
�0 ~ «0» �������� ����������	���; 
Rn – 
������ ����������	� ��� ��
�� 	�=���	����� ���
 
||a|| – �	�
��	� ����� F
������ a�Rn;  
ˆ ( )m x  ~ ���������� �(��� 	�
��� � �m x ; 
� �,d x y , r(x, y) ~ �!��( ���������. 
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�� 1253-10. ����� 500 �
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